APLICACIONES DE LA DERIVADA DE UNA FUNCION

.1: Valores maximos y minimos

.2: Teorema del valor medio

.3: Como afecta la derivada la forma de
una grafica



Valores extremos ( Valor maximo — Valor minimo)

A

Sea f una funcion definida
en un intervalo D

1) X

JI(x) tiene un valor maximo o un valor minimo en D?

Si tiene un valor maximo o un valor minimo,
¢ donde se alcanza?

Si existen,
¢ Cuadles son los valores madximo y minimo?

¢ Como los obtengo?



Valores extremos ( Valor maximo — Valor minimo)

41 / V=1 El valor més grande de fenDes5y
+ / el valor mas pequeiio de fen D es 2.

5 es el valor maximo de f y ocurre en x= 3, pues f(3)=5

2 es el valor minimo de f y ocurre en x= 6, pues f(6)=2



Valores extremos

Definicion
Sea ¢ un nimero en el dominio D de una funcion £

Entonces f{c) es el
= valor maximo absoluto (global ) de fsobre D

si f(c) = f (x) para toda xen D.

* valor minimo absoluto (global ) de fsobre D
si f(c) < f (x) paratoda xen D.

Los valores maximos y minimo de fse llaman valores extremos de f.



Valores extremos ( Valor maximo — Valor minimo)

f{a) minimo absoluto (d, £(d)) es el punto
*..-"'

f{d)maximo absoluto L mads alto de la grafica
( a, ffa)) es el punto _e
mas bajo de la gréfica

N\ |

i
a 0O|“— ¢ d g—'n X
—~7 - A -
- I
o { {
r.-""--df. J.il ‘.-"‘f IIIl
f i S
| Para valores x cercanos a b, f{b)es | e - e
| més grande que los valores f{(x) | i Para valores x cercanos a e, ffe)es |

i
i mas chico que los valores f{x)

n
L IETR TP ETE e e P ey Y



Valores extremos locales

Definicion .
El nimero f{c) es un

= valor maximo localde f si f(c) = f (x) cuando x esta cerca de c.

= valor minimo local de f si f(c¢) < f (x) cuando x esta cerca de c.
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Valores extremos ( Valor maximo — Valor minimo)

f{d) maximo absoluto

f{n) No es maximo local

v

f{a) minimo absoluto
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Valores extremos

¢ [ tiene un valor minimo o maximo en el intervalo D ?

Sea la funcion f{x)= 1/x

[ y A '] ¥

En D: (0, ) EnD: (1, 3] EnD: 1, 3]
No tiene wvalor maximo. No tiene valor maximo. Tiene valor méaximo, 1.
No tiene valor minimo. Tiene valor minimo, 1/3 Tiene valor minimo, 1/3.



Valores extremos

Ejemplo

_(x sil <x<?2 v=g(x)
ftx)_{x—Z si2 <x<3 L /

EnD: [1, 3]
f no tiene valor maximo.
f tiene valor minimo, 0.

[ ]



Teorema del valor extremo

Teorema del valor extremo
Si fes continua sobre un intervalo cerrado [a, b|, entonces falcanza

un valor mdximo absoluto f(c)y un valor minimo absoluto f(d) en
algunos nimeros cy den [a,b].
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Teorema del valor extremo

Hipotesis fes continua sobre un intervalo cerrado |a, b,

Tesis  falcanza un valor mdximo absoluto y
un valor minimo absoluto en algunos nimeros en | a, b].

Analicemos los siguientes ejemplos
VA

V A |
3+ |
|
|
|
|
|
1 14 |
|
|
} - | »
() 7 X () 7 X
Esta funcion tiene un valor minimo Esta funcién continua g
f(2) = 0, pero no tiene valor maximo. no tiene MAaximo ni minimo.

Los eiemplos no contradicen el Teorema poraue No verifican las hipotesis



Valores extremos

¢ Donde se presentan los valores extremos en un cerrado?

Ay

Teorema de Fermat:
Si ftiene un maximo o un minimo local en x= cy si f ’(c) existe,
entonces [ '(c) = 0




DEMOSTRACION Para la consideracidn de la conclusién, suponga que f tiene un méaximo
local en x = ¢. Entonces, segin la definicion 2, fic) = fix) s1 x es suficientemente cercana
a c. Esto implica que, s1 f estd lo suficiente cerca de 0 v es positiva o negativa, entonces

flc) = flc + h)

y, por consigulente,

5 fle + h) — fle) =0

Podemos dividir ambos lados de la desigualdad entre un nimero positivo. Asi, st h = Oy
h es suficientemente pequena, tenemos

fle + -':ll — flc) -0
I




Tomando el limite por la derecha de ambos lados de la desigualdad (utilizando el
teorema 2.3.2). obtenemos

+ h) —
flet ) =19 - ymo=o

1t h k—+

Pero, dado que f'(c) existe, tenemos

flo) = m L3NS _ L fled B~ fl)

h—=0 h h—a+ h

y con esto se demuestra que f'(c) = 0.
S1 01 < (), entonces la direccion de la desigualdad |5 | se invierte cuando dividimos por &

f{r.'+.l;jl—f{c'} 0

h =0

Asi que tomando el limite por la 1zquierda, tenemos

=0

flle) = lim fleth) —fled _ . fle+h)—fle)
h—=0— h

f—0— h

Ya hemos mostrado que f'(c) = 0 y también que f'(c) = (. Puesto que ambas
desigualdades deben ser verdaderas, la tinica posibilidad es que f'(c) = (.



Valores extremos

¢ Si f’ (c) = 0, entonces hay maximo o un minimo en x=c ?

Sea f(x) = x3

f@=x*

Observemos que:

f(x)=3x%y f(0)=3(0)*=0 ~

pero en x = 0 no hay ni mdximo ni
un minimo.




Valores extremos

¢ Donde se presentan los valores extremos en un cerrado?

Ly | Y LY
@ l—l-{ @ '—-; @ &
Puntos extremos del Puntos estacionarios Puntos singulares
intervalo
Definicion:

Un numero critico de una funcion f es un nimero x= ¢ en el dominio
de f talque f ’'(c) =0 o f ’(c) no existe.




Valores extremos

Calculo de extremos en un intervalo cerrado.

Para hallar los valores maximo y minimo absolutos de una funcion
continua fsobre un intervalo cerrado |a, b| :

1. Encuentre los nimero criticos de f en (a,b).

2. Halle los valores de f en los nimero criticos.

3. Halle los valores de fen los puntos extremos del intervalo.

4

El valor mas grande es el maximo absoluto y el valor mas chico
el minimo absoluto.




Teorema del valor extremo

Hipdtesis  fes continua sobre un infervalo cerrado |a, b,
Tesis  falcanza un valor maximo absoluto y un valor
Ejempl{]: minimo absoluto en algunos niimeros en [ a, b|.

Encuentre los valores méximo y minimo de f(x) = —2x3 +3x% en [-1/2, 2]
Solucion:

Vemos si se verifican las Hipétesis del Teorema del valor extremo. La funcién
fx) = —2x3 +3x? es una funcién continua en el intervalo cerrado [-1/2, 2] porque
es una funcién polinomica, por lo tanto alcanza valor maximo y minimo absolutos

f(x) = —6x% + 6x = —6x(x — 1)
f’(x) = 0 = los numeros criticos son:0 y 1.
Evalio fen los valores criticos y en los

extremos del intervalo Célculo de extremos absolutos de una funcidn
continua en un intervalo cerrado. |a, b] :
1.Encuentre los nimero criticos de £ en ( a, b).

2.Halle los valores de f en los nimero criticos.

.\_/\ 3.Halle los valores de fen los puntos extremos
a ' - del intervalo.

h ] 4.El valor mas grande es el mdximo absoluto y
=T el valor méas chico el minimo absoliuto.
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Valores extremos

Ejemplo:

Encuentre los valores maximo y minimo de f(x) = x?/3 en [-1, 2].

——
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P = -
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m 81 fix) = %, entonces ' (x) = 3x*, de modo que '(0) = 0. Pero f no tiene
maximo o minimo en x = (), como puede ver en la grifica de la figura 11. () bien, observe
que x* = 0 para x > 0, pero x* << 0 para x << 0. El hecho de que f'(0) = 0 sélo significa que
la curva ¥y = x° tiene una recta tangente horizontal en ({), 0). En lugar de tener un maximo
o un minimo en (0, 0), alli cruza la curva su recta tangente honzontal. [ ]

m La funcidn f(x) = | x | muestra un valor minimo (local y absoluto) en
x = 0, pero ese valor no puede determinarse haciendo f'(x) = 0 porque, como ya se
demostro en el ejemplo 5 de la seccion 2.8, f'(0) no existe (véase la figura 12). [ ]

FIGURA 11
Si fix)= 1", entonces F'(0) =0,
pero f no tiene méximo ni minimo. [@ ~ PRECAUCION Los ejemplos 5 y 6 demuestran que debe ser cuidadoso al aplicar el
teorema de Fermat. El ejemplo 5 demuestra que aun cuando f'{c) = 0, no necesariamente
hay un miximo o un minimo en x = ¢. (En otras palabras, el inverso del teorema de Fermat
es en general falso.) Ademais, podria haber un valor extremo aun cuando f'(c) no exista,
(como en el ejemplo 6).

El teorema de Fermat sugiere en realidad que, por lo menos, debe empezar a buscar los
valores extremos de f en los mimeros x = ¢, donde f'{c) = 0 o donde f'(c) no existe.
Estos nimeros reciben un nombre especial.

FIGURA 12



Teorema de Rolle

3. f(a) = f(b)

51 f es una funcion que satisface las siguientes tres hipotesis:

1. f es continua sobre el intervalo cerrado [a, b]
2. f es denvable sobre el intervalo abierto (a, b)

entonces hay un nimero ¢ en (a, b) tal que f'(c) = 0.

Antes de dar la demostracion, vamos a echar un vistazo a las grificas de algunas fun-
ciones tipicas que satisfacen las tres hipotesis. La figura | muestra las grificas de cuatro
de estas funciones. En cada caso parece que hay al menos un punto (c, fic)) en la grifica
donde la recta tangente es horizontal y, por tanto, f(c) = 0. Por consiguiente, el teorema de

Eolle es verosimal.

N

i)

b}

CASO | f(x) = k, una constante
Entonces f'(x) = 0, por lo que el nimero ¢ puede tomar cualguier nimero en (a, b).

CASO Il fix) = fla) para alguna x en (a, b) [como en la figura |b) o c)]

Por el teorema del valor extremo (que podemos aplicar por la hipotesis 1), f tiene un valor
miximo en algdn lugar de [a, b]. Ya que f(a) = fib), debe alcanzar este valor miximo
en un nimero ¢ en el intervalo abierto (a, b), entonces f tiene un méximo local en ¢ vy,
por la hipitesis 2, f es derivable en ¢. Por tanto, f'(¢) = 0 por el teorema de Fermat.

CASO Il fix) < fia) para algin x en (a, b) [como en la figura Ic) o d)]

Por el teorema del valor extremo, f tiene un valor minimo en [a, b] y, como f{a) = f(b),
alcanza este valor minimo en un nimero x = ¢ en {a, b). Otra vez, f'{c) = 0 por el
teorema de Fermat. |



Vamos a aplicar el teorema de Rolle a la funcidén posicion s = fir) de un
objeto en movimiento. Si el objeto estd en el mismo lugar en dos instantes diferentes

t = ayt=b, entonces f(a) = f(b). El teorema de Rolle sefiala que hay algiin instante
de iempo ¢ = ¢ entre a y & cuando [ (c) = 0; es decir, la velocidad es (0. (En particular,
puede verse que esto es cierto cuando se lanza una bola directamente hacia armba.)

Al JiFE Demuestre que la ecuacion x* + x — | = () iene exactamente una raiz real.

SOLUCION  Primero utilizamos el teorema del valor intermedio (2.5.10) para demostrar
gue existe una raiz. Sea f(x) = x* + x — |. Entonces fi0) = —1 <0y f(l)=1 =0

Dado gue f es una funcion polinomial, es continua, por lo gue el teorema del valor
intermedio establece que existe un nimero x = ¢ entre () v 1 tal que fic) = 0, de lo gue
se deduce que la ecuacion dada tiene una raiz.

Para demostrar que la ecuacion no tiene otras raices reales, utilizamos el teorema de
Rolle v argumentamos por contradiccion. Supongamos que tenemos dos raices a v b,
Entonces fla) = 0 = fi{b) v, dado que [ es una funcidn polinomial, es derivable en (a, &)
y continua sobre [a, b]. Por tanto, por el teorema de Rolle, existe un mimero x = ¢ entre
a y b tal que f'(c) = 0. Pero

Fix)=3x*+1=1 para toda x

(va que x* = ), por lo que ' (x) nunca puede ser 0. Esto conduce a una contradiccidn, por

tanto, la ecuacion no puede tener dos raices reales. I
El principal uso del teorema de Rolle es demostrar el importante teorema siguiente,

establecido por pnmera vez por el matematico francés Joseph Louis Lagrange.

El tearema de Ralle muestra que no emparta
cuanto amplemeos el rectingulo de vista, nunc
podremos ancontrar una sagunda interseccitn

con el eje x.

P




Teorema del valor medio

51 fes una funcion que satisface las siguientes hipotesis

1. fes continua sobre el intervalo cerrado [a, b]
2. fes derivable sobre el intervalo abierto (a, b)

entonces existe un nimero x = ¢ en (a, b) tal que

o, equivalentemente,

2

flb) — fla)
h —a

fle) =

flb) — fla) = f'lc)b — a)




Antes de demostrar este teorema, podemos ver que es razonable desde la interpretacion
geométrica. Las figuras 3 y 4 muestran los puntos A(a, fla)) y Bib, fik)) sobre las grificas
de dos funciones derivables. La pendiente de la recta secante AB es

EI _ flb) — fla)

Mg
bh—a

que es la misma expresién que en el lado derecho de la ecuacidn 1. Dado que f'(c) es la
pendiente de la recta tangente en el punto (¢, f{c)), el teorema del valor medio, en la forma
dada por la ecuacion 1, indica que hay al menos un punto P{c, f(c)) sobre la grifica donde
la pendiente de la recta tangente es la misma que la pendiente de la recta secante AB. En
otras palabras, hay un punto P donde la recta tangente es paralela a la recta secante AB
(imagine una recta paralela a AB, moviéndose desde lejos manteniendo el paralelismo
hasta que toque la grifica por primera vez).

P, fich

FIGURA 3 FIGURA 4



¥= fix)

AN

Fitr) — fla)
h—ua =

fila)y + — T

FIGURA 5

Lagrange y el teorama del valor
medio

El teorarna dal valar meadso fue formulado pri-
rsgro por Josaph Lowis Lagramges |1736-1813),
nacido an ltalia de padre francéds ¢ madne ita-
liama. Fue un nifio prodigio v s comeirtid an pro-
fasar an Turin a ka tiarma edad de 19 afios.
Lagrange hizo grandes contribuckonas a la teoria
de nameras, tearia de las funciones, teoria da
las ecuacionss v a la mecdnica calasta y
amalitica. BEn partscular, aplicd el caloubs an &l
andlizis de la estabilidad del sistama solar. Par
mvitacidn de Federico &l Granda, sucedid a
Eular an la Academia de Barlin v, cuando
Faederico murkd, Lagrange aceptd B invitacida a
Pariz del ray Luis xa, donde recibid apartameantos
an &l Lousra ¥ un cargo de profesor en la
Escuala Politdcnica. A pesar de todos los lujos y
la fama, ara un hombre tranquilo, viviendo sdlo
para ka ciancia.

DEMOSTRACION Aplicamos el teorema de Rolle a una nueva funcidn i definida como la
diferencia entre f y la funcion cuya grifica es la recta secante AB. Mediante la ecuacion 3,
vemos que la ecuacion de la recta AB puede escnibirse como

b —_
vy — fla) = f{; — ifﬂ} (x — a)
0 COmo v = fla) + f{? __iiﬂ} (x — a)
Asi, como se muestra en la figura 5,
(@] nx) = £ — fla) - LE=LD (g

Primero, debemos verificar que i satisface las tres hipdtesis del teorema de Rolle.
1. La funcién h es continua sobre [a, ] porgue es la suma de fy una funcidn polino-
mial de primer grado, ambas continuas.

2. La funcidn i es derivable sobre (a, b) porgue fy la funcion polinomial de primer
grado son derivables. De hecho, podemos calcular i directamente de la ecuacidn 4:

wr e B — fla)
h'ix) = f'lx) ra—
(Mote que fla) y [ b)) — fa)l/(k — a) son constantes.)
By —
3. hia) = fla) — fla) — f{;_i{ﬂJ la —a)=0

fib) :iiﬂ] b — a)

hib) = fib) — fla) — ;

= fib) — fla) — [Flb) — fla)] =0



Por tanto, h{a) = hib).

Dado que h satisface las hipotesis del teorema de Rolle, que sefala que existe un nime-
ro x = ¢ en (a, b) tal que h'(c) = 0, entonces se tiene

0= h'(c) = flc) - f”;] _—fu}
asi que fle) = flb) — fla) _

b —a

ﬂ Para ilustrar el teorema del valor medio con una funcion especifica,
consideremos f(x) = x — x, a = 0, b = 2. Puesto que f es una funcién polinomial,
es continua y derivable para toda x, asi que es ciertamente continua sobre [0, 2] y
derivable sobre ((), 2). Por tanto, por el teorema del valor medio, existe un nimero

x = cen (0, 2) tal gque



ﬂ Para ilustrar el teorema del valor medio con una funcidn especifica,
consideremos f(x) = x' — x, a = 0, b = 2. Puesto gue f es una funcion polinomial,
es continua y derivable para toda x, asi que es ciertamente continua sobre [0, 2] y
derivable sobre (0, 2). Por tanto, por el teorema del valor medio, existe un nimero

x = cen (0, 2) tal que

fi2) = fi) = f(e}2 — 0)
Ahora, fi2) =6, fl0) =0y f(x) =3x" — |, asi que la ecuacion resulta
6=(3c*—-12=bc*—2
que da el = }, esto es, c = iE,-"-.,,J'EET- Pero x = ¢ debe estar en (0, 2), asi que ¢ = 2,"-.,.-"?

La figura 6 ilustra este cdlculo: la recta tangente en este valor de x = ¢ es paralelaa la
recta secante OB. |

FIGURA &



ﬂ Suponga que f(0) = —3 vy f'(x) = 5 para todos los valores de x. ;Qué
tan grande puede ser fi{2)?

SOLUCION Partimos del hecho de que fes derivable (y, por tanto, continua) en todo

su dominio. En particular, podemos aplicar el teorema del valor medio en el intervalo
[0, 2]. Existe un nimero x = ¢ tal que

f2Z) — fO) = fch2 —0)
asi que fl(2)=f0) + 2f(c)= -3+ 2f(c)

Tenemos que f'(x) = 5 para toda x, asi que, en particular, sabemos que f'(c) = 5.
Multiplicando ambos lados de esta desigualdad por 2, tenemos 2f'(¢) = 10, asi que

fi)=—3+2f(e)=-34+10=7

El mayor valor posible para f{2) es 7. I



Prueba de la primera derivada Supongamos que x = ¢ es un nimero critico de una
funcion continua f.

a) 51 f" cambia de positiva a negativa en ¢, entonces f tiene un maximo local en ¢

b} S1 " cambia de negativo a positive en ¢, entonces f tiene un minimo local en c.

c) 31/ no cambia de signo en ¢ (p. e).. 51 f* es posituva por ambos lados de ¢ o
negativa por ambos lados), entonces f no tiene ninglin maximo o minimo
local en c.

L ! f L y L

III" 'Illl / \im |
fa=0 fT\J=0 n / fixi=0 S fix =0
\ i ‘::\ fix} =0 // Fix) =0 \\
I i

0 R |

=¥
=¥
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A3 HNES Encuentre los valores maximo y minimo locales de la funcion
glx)=x+ 2senx 0=x=2m

SOLUCION  Para encontrar los ndmeros criticos de g, derivamos:
glx)=1+ 2cosx

Asi que g'(x) = 0 cuando cos x = — . Las soluciones de esta ecuacién son 2m/3 y
44r /3. Debido a que g es derivable para toda x. los Gnicos nimeros criticos son 2 /3
v 4 /3, asi que podemos analizar a g en la siguiente tabla.



Intervalo yr{.r] =]+ 2cosx i)

0 =<z 273 + creciente sobre (0, 27 /3)
2af3 < x < 473 - decreciente sobre (27 /3, 47/3)
Anfi<xr=<2mw + creciente sobre (47/3, 2mw)

Ya que g'(x) cambia de positivo a negativo en 2 /3, la prueba de la primera derivada nos
indica que existe un miximo local en x = 27/3 y el miximo valor local es

2w 2w 2 Vv 3 2 —
2mf3) =" +2sen— = +2( ) =" + 3 =383
g2/ 3) 3 ‘iE]‘lj 3 (1) 3 \

Por otro lado, g'(x) cambia de negativa a positiva en x = 4 /3 v, por tanto,

4 4w 4 RN -
g[4w;3]=T“+zsenT"=T“+z( v )=T’T—1.,f3=2_4ﬁ

2

es un valor minimo local. La grifica de g en la figura 4 apoya nuestra conclusion.

o . _ Y 2 —



v B Vi B
I.-" - 1
i
f
'
A A vl:lll
N i b =1: ] I h ;
a) b)
L B Vi B
- q
¥
A = A
0 X 0 X
a) Concava hacia arriba b} Concava hacia abajo

Definicion 51 la grifica de f queda por arriba de todas sus rectas tangentes sobre un
intervalo /, entonces se dice que es concava hacia arriba sobre I. 51 la grifica de f
queda por abajo de todas sus rectas tangentes, se dice que es concava hacia abajo
sobre [.




Prueba de concavidad

a) Sif7(x) = () para toda x en J, entonces la grafica de fes concava hacia amiba sobre 1.
b) Si f7(x) < () para toda x en [, entonces la grifica de fes concava hacia abajo sobre [,

Wk
£y
B F
o
Of & b r d e I i :
- CH - CA e OB — CA—h— CA —+ CB =

Por ejemplo, en la figura 7, B, C, D y P son los puntos de inflexion. Observe que si una
curva tiene una recta tangente en un punto de inflexion, entonces la curva corta a la recta
tangente en ese punto.

De acuerdo con la prueba de concavidad, existe un punto de inflexion en cualquier
punto donde la segunda derivada cambia de signo.




Otra aplicacion de la segunda derivada es la siguiente prueba para los valores maximos
¥y minimos, que no es mis que una consecuencia de la prueba de concavidad.

Prueba de la sequnda derivada Supongamos que f es continua cerca de x = c.
a) 81 f'(c) =0y fic) = 0, entonces { tiene un minimo local en x = .

b) Si f'(c) = 0y fMic) < (), entonces f tiene un maximo local en x = ¢

A BEEIEGEN Discuta la curva vy = x* — 4x° respecto a la concavidad, puntos de
mflexion y maximos ¥ minimos locales. Utilice esta informacion para esbozar la curva.

SOLUCION Si fix) = x* — 4x*, entonces
Filx)=4x" — 12x° = 4x*(x — 3)
FUx) = 12x" — 24x = 12x(x — 2)



Para encontrar los nimeros criticos establecemos f(x) = () para obtener x = 0 y x = 3. Para
utilizar la prueba de la segunda derivada evaluamos f° en estos nimeros criticos:

£ =0 f31=36=0

Yaque f(3) =0y f7(3) =0, f(3) = — 27 es un mimimo local. Como f"(0) = 0, la
prueba de la segunda derivada no aporta informacion sobre el nimero critico x = (b
Pero ya que f'(x) < 0 para x << (0 y también para () << x < 3, la prueba de la primera
derivada nos dice que f no tiene un maximo o minimo local en (). [De hecho, la expresion
para ' (x) muestra que f decrece a la 1zquierda de 3 y crece a la derecha de 3.]

Puesto que f(x) = () cuando x = () 0 x = 2, dividimos la recta real en intervalos con
eslns niimerns como exiremns v comnletamns la sieniente tahla



Intervalo Mx) = 12x(x — 2} Concavidad

(===, 1) + hacia arriba

(0, 2) — hacia abajo

(2, =) + hacia arriba
vk

y=x"— 4x?

(0, O}

puntos de

mfexion




