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Integral Definida

Particion de un intervalo

Sea el intervalc{a, b] , se llama particion de | a toda coleccion fimigapuntos de{a, b] de los cuales uno
es ay el otro ed.

AXy DX, AX3 DXy AXs
f_%f_%f_%

aA=Xy <X <Xy <...<X, =Db
P ={xo, X1, Xo, ...,xn}; la particionP descompone a | en subintervalo$, = [xk_l, xk] Xioq < X

AX =X =Xk es |a longitud dé, .

En la particion no es necesatx, = constante
Norma de la particion:

Es un namero|P| = max{ax,} §\

M,
Es la amplitud del intervalo que tiene la maximapkiund. / \
ml

Suma inferior de f(x) sobre I. (f(x=0)

Dada una particioR relativa a l: a=X X X2 X3 b=x
n

Sp(f)= ka.Axk
k=1

Suma superior de f(x) sobre I.

n
S, = Y My,
k=1

Area encerrada pory = x>

h= a=0=h=—
n n
A 2
y tomamos subintervalos b b
de igual amplitud X1 :E - Y1 = n
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n n

2 2 2 3
Sn:b[(b] +22(bj +...+n2(bj ]:b[]_+22+32+...+n2]
ni\n n n n3

12+22+3% +...+n? :én(n+1)(2n+1) (Por Induccién Matematica)

s, =bzé(n—1)[((n—1)+1)(2(n—1)+1)]=:Zé(n—l)[n.(Zn—l)]=b(:(l—lj(z—lj

Sn=b[l-(b]2+22[bj2+-~-+(n—1>2[bj2]:32[1+22+3z+...+(n_1)z]

n n n
3 3
Sin:biln*?’ 1+1 2+1 :bi 1+£ 2+1
ns 6 n n 6 n n
3 3 3
I|m§—E=b—; lim S, _b”
n-oo 3 Nooo

Se puede definir el area como el limite comunxisite de S, y S, cuandon - o .

Definicion de Integral Definida

Si f es una funcion definida en un intervalo cerr@njd)] , seaP una particion de{a, b] , entonces la
integral definida déde a a b es:

b —
f(x)dx= lim §, = lim S,, sieste limite existe
J-a [Pl-0 = [Ff-o0

Si el limite existe, se dice guees integrable en e[a, b] .
b

La integral J- f (X)dx es un nimero que no dependexde
a

Por esta razornx se llama variable ficticia y se puede usar cualgigira en lugar desin cambiarse el
valor de la integral.

Lb f(x)dx = Lb f(t)dt = j:f (r)dr

Obsérvese que al resolver el areaydex” entreayb, era [P| _b ; entoncegP| - 0.
n

e

ObservacionNo desespere: “El Teorema Fundamental del Cajodporciona un método
mucho mas sencillo para calcular areas”

Advertencia: Una integral definida no necesariamente reprasgmérea.
e Para el caso especial en gtiéx) = 0, entonces:

b
I f (X)dx= éarea bajo la grafica dede a a b.
a

e En general, una integral definida se puede inttapremmo una diferencia de areas

y b
[ foodx=A -4,

+ + A : &rea de la region que se encuentra arriba del\eebajo dé.

v
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A, : &rea de la region que se encuentra abajo “xfriyaadef.

Nota en la definicion se considera una funcipdefinida en un interval{n, b] , asi que suponemos
b

implicitamentea <b. Pero para ciertos fines es util extender la d@86in de ] f (X)dx para el caso
a

a>b 6 a=b, como sigue:

Sia< b:>]bf (x)dx= —]ba f (x)dx

a
Sia:b:>] f (x)dx=0
a

Extremo superior y extremo inferior de f(x) en unintervalo [a.b]

Condiciones: 1j(x) esta definida er[a, b] .
2)f(x) esta acotada el[a, b] .

M = Supremo def(x) M = f(X) DxD[a, b] 3
m = Infimo de f(x) m< f(x) OxO[a, b] T

Teorema l

f(x)=0 en [a,b] . —

= para toda particion de 5, = S
f (x ) esacotadaen [a, b] —
D) Por definicién: m, <M,

m, AX, < M Ax

k=1- m.Ax <M A
k=2 - my.Ax, < MyAX,

Refinamiento de P

Sea P:{xo,xl,xz,...,xn}
Hagamos P'={x0,xl,x],x’2,...,xn}; POP
Se dice queP’ es un refinamiento de

0 X1 X2 X3 X3 Xn

—t—t — — — —

0 X1 Xy Xy Xz X5 Xa Xy Xa Xn
Teorema 2
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f(x)=20 en | = [a,b]
f (x) esacotadaen I=[a,b]
P esparticiondel

P’ esunrefinamierio deP.

» S <5 0825

En resumen: en un refinamiento aume8tay disminuye S.
EnP: 1, :[xk_l,xk]
enP': Ik:[xj’xk]; Il :[Xk—l’xj]

) Suma superioM ; <M (1)
Contribucion dé, en S; :
Op = Mk(xk - Xk—l)
Mk =Mk(xk‘xj+xj‘xk—1)
= Mic [ = )+ My () = %)
Contribuciébn de |, enSp :
T = M = %))+ M (% = %)
Por (1):0p <0p
Yoy

S <5

v

Ki-1 X X

1) Suma inferior m; = m (2)

Op = mk(xk _Xk—l): mk(xk ~Xj X _Xk—l)
m (x, _Xi)+mk(xj ~%1)

Es decir: un refinamiento de P hace decrecerm@msuperior y crecer la suma inferior.
Teorema 3

f(X) acotadan [a,b] _
Py P dosparticiones cualquierale [a, b] —

D) Se construye®’ refinamiento dé y de P* formado por todos los puntos Be todos los deP”
formada por todos los puntos Be todos los deP” .

Xo X1 X2 X3 Xn

t > P

Xo X*l X*z X*3 .

} > P
Xn

t > P

Xo X'1 X's X's X4 X's X's Xn

Por Teorema (2): S =S,
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Por Teorema (1): Sp = Sp
Por Teorema (2): Sy 2S5,

Entonces: S, 2Sy, 25, 2S,-

Por lo tanto:S; 2 S,

Consecuencia de los teoremas (1) (2) y (3)
Sea P una particion;P,: refinamiento dé.
P, : refinamiento dé>; ; P, : refinamiento dé>,,.;

Entonces: Sp 2S5 255 2...55 .25 2.5, 25,25
Denominaremos: inB > Sp (extremo inferior de la suma superior)
supS< ST% (extremo superior de la suma inferior)
Debe ser: infS>sup S caso contrario contradice.T
Definicion:
Si f es una funcion definida en un intervalo cerr@dn] , seaP una particion de[a, b] con puntos de

division X,, X1, X5,..., X, endondea=x, <X <X, <...<X, =b, la integral definida dé dea ab
es:

b —
I f(X)dx=inf S=supS , también podemos dar la definicion de la sig@datma:
a

Si f es una funcion definida en un intervalo cerrhjdn] , seaP una particion de[a, b] . Elijanse puntos
x en[x, x| yseadx =x —x y |P|=max{ax}.
Entonces la integral definida dedea ab es y 4

jbf()d Ii Zn:f()a i limite existe. Si exi
X)ax= 1im X,- X; , Sl este limite existe. Si existe se
a [ '

dice quef es integrable e{'a, b] . ﬂ

n

La suma f(x-*)Ax- ue se incluye en la definicién, se llam >
> MR y a5 17 b x
1=

suma de Riemann.

Sif es positiva, entonces la suma de Riemann se poiedgretar como una suma de areas de
rectangulos de aproximacion. Sitoma tanto valores positivos como negativosutasde Riemann es
la suma de las areas de los rectangulos que sergrenu arriba del eje y los valores negativos de las
areas de los rectangulos que se encuentran ddddaggex.

Ejemplo:

Sjea ?(x) =1+5x y considérese la particidghdel intervalo[—Z,l]; P={-2 -15 -1 -1 -03 02 1
En este elempl@a=-2;, b=1 n=5

Xo ==2, % =-15 X,=-1 X3=-03 x,=02 x5=1

Ax; =-15-(-2)=05; Ax, =-1-(-15)=05; Axz=-03-(-1)=07; Ax,=02-(-03)=05
Axs =1- (0,2) = 08

De esta manera, la norma de la parti¢ies

|Pl =m&x0,5,0,5,0,7,0,5,0,8} = 08

Suponga que elegimog; =-18 X, =-12, X3 =-03 x; =0, x5 =07

La suma de Riemann correpondiente es:
5

Z f(xi* )ﬁxi = f(-18)Ax; + T (-12)Ax, + f (—-03)Ax; + f (0)Ax, + T (0,7)AXg

i=1

=(-8).(05) +(-5).(05) +(=05).(0,7) +1.(05) + (45).(08) = -275

Obsérveseue en este ejemplbno es una funcidn positiygentonces la suma de Riemann, no
representa una suma de areas de rectangulos.
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Una integral definida no necesariamente represengaea. Sin embargo, para funciones positivas, una
intergral se puede interpretar como un area. Ra@se especial en qui(x)=0:

b
I f (X)dx= area bajo la grafica dale a a b.
a

Teorema del Valor Medio

b
Si f continua er{a, b] , entonces existe un nimerd D(a, b)/.[ f(X)dx= f(c)(b—a); a<c<b
a

yh

%
a

J'bf(x)dxz f(c)b-a); a<x<b

b
m(b—a):J' f(x)dx< M (b-a)

dividimos miembro a miembro pob-a:

b
luego f(c) :b—la j' f (x)dx
- a

La importancia de este teorema radica en que ¢taysstiun auxiliar para la demostracién del Teorema
Fundamental del Célculo.

Teorema Fundamental del Calculo.

El nombre del teorema Fundamental del Célculo mgpser mas apropiado, ya que establece una
relacion entre las dos ramas del calculaadtulo diferencialy el calculo integral El célculo diferencial
tuvo su origen en el problema de la tangente, maengue el calculo integral surgié de un problesha
parecer no relacionado, el problema del area. Estnade Newton en Cambridge, Isaac Barrow,
descubrié que en realidad estos dos problemas iegtidamente relacionados. Barrow se dio cuenta de
que la diferenciacion y la integracién son procésesrsos. El Teorema Fundamental del Célculo
proporciona la relacion inversa exacta entre lavdda y la integral. Newton y Leibniz fueron quisene
aprovecharon esta relacién y la usaron para ddisarebcalculo como un método matematico
sistematico. En particular, observaron que podédecutar areas e integrales de manera muy sersiitia,
tener que calcularlas como limites de sumas.

Teorema Fundamental del Calculo (primera parte)

Si f es continua er{a, b] , entonces la funciég definida por g(x) = I Xf (t)dt as<x<b es
a

continua en[a, b] y derivable en(a, b) y g'(x)=f(x).

D) Queremos demostrar qug'(x) = f(x) y para ello determinaremog’(x) .

g'(x) = lim 2909 _ gy 90X+ A9 =9(x)
Mx-0  AX Ax -0 AX
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ponemos “t” en lugar de “x” para no
/ confundirla con la “x” del extremo superior
X de la integral, pero el resultado es el mismp.
Ahora: g(x) :j f ()t gral, p
a

X+AX
g(x+Ax) = .[ f(t)dt —— | subdividiendo el intervalo
a podemos escribir como

sigue

X X+AX
:j f(t)dt+J' f(t)dt
Como: Ag(X) = g(x+Ax) —g(x)

Ag() :fo (O)dt + j' X”AX f (t)dt - j' :f )t

Xy

X+AX
Ag(X) = j fmdt (1)
X
Aplicando el Teorema del Valor Medio para integsaldomando x < £ < X+ Ax podemos escribir (1)
asf:
X+AX
J' f(O)dt = f(£)(X+AX - X)
X | E—

H_J
l amplitud

Ag(x) = f(&£)Ax| incremento de la funciém

. . X f (&).Ax
Hacemos el cociente increment ) = L =

J
f(e
AX AX ()

lim M= lim f (&) = f(X)
Mx-0  AX £X

——
\ esto ocurre cuandd\x — 0, como x< & < x+Ax, entoncess — X

g(¥)=f(x)

Teorema Fundamental del Célculo - segunda parte (Regla de
Barrow)

Si fes continua er{a, b] entonces:j:f (xX)dx=F(b) - F(a) en dondéd- es cualquier antiderivada fe
esdecirF'=f .

Por el Teorema Fundamental del calcujgx) =J-:f (x)dx, g'(X)=f(X)=F'(X)=g(X) y F(X
difieren en una constante.

Regla de Barrow

J' :f (x)dx="?

1) Encontramos la primitivéE(x), de la que sabemos que pueden ser infinitadiereti en una
constante.
9(x) :Ixf(x)dx: F(x)+C
a

2) Hacemosx=a
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Iaf (X)dx=F(a) + C =0 (La integral definida en un punto es nula)
a
F(@+C=0=C=-F(a)
:jxf(x)dx: F(x) - F(a)
a

3) Hacemosx=b

La integral definida en un intervala,[ es la
b funcién primitiva en la que se reemplaza a “x”
.[ f(x)dx=F(b) - F(a) por el valor “b” y se le resta la misma funcion en
a laquex=a.
Ejemplos:

y A
1) I:senxdx: [— Cosx]g =-cosm— (— cosO) ==(-D-(-p=2

2
2) l%=lnxlf=ln2—ln1=ln2

v

Fraccionamiento del intervalo de integracion

I:f ()dx = (3 =a) (&) +(x2 = %) F(&2) + -+ +(C = X1) T () + (Kar =€) T (Sheaa) + -+ (0= X440) T (S)

=[x —a) F (&) +++ + (€= X1 F(E)]+ [(Xar = O F (Ear) + -+ (0= X0) T ()]

XL R A

Intercambio de los limites

j:f(x)dx:[(xn_l—b)f(m+...+(a—x1)f(<a)]:—[(xl—a>f(ﬁ)+...+(b—xn_1>f(@)]z—jff(x)dx

9 Apuntes y Disefio : Prof. Adj. Ing. Mercedes Encalada - J.T.P. Bach. Arturo Vega Corrales



ANALISIS MATEMATICO | - UNSa. SEDE ORAN

comeman” [ o' [ <[ [

Ejemplo 1):

Ioncosxdx= j;/z cosxdx+ j; cosxdx= |senx| ;/2 +|senx ,’,T/Z =(1-0)+(0-1)=1-1=0
A

1
Wﬂﬁm .
0 H/WM
-1

x? para0< x<1 y
2

X paralsx<2
(1) (4 11 =
3 2 2) 6 P12 x

Ejemplo 2)f (X) ={

1
+

3

Iozf (x)dx = j:xzdx+ LZ xdx= X3

X2

2
1

Integracion por partes

u=u(x) - du=u'dx
v=v(x) - dv=v'dx

(u.v)’ =uv+uy
Teorema

1) u=u(x) es derivable er{a, b] ; du=u'dx
2) v=v(x) es derivable er{a, b] ; dv=v'dx

b b b
Entonces:j u.dv=|uy —J- v.du
a a a

Demostracion:

Ib(u.v)’dx:Ib[u’.v+u.v']dx Q)
j b(u.v)’dx=|u.v|2 )

I:(u’.v+ u.v')dx:_[:u’vdx+ j:v’udx: I:Vdu+j:udv 3)

. b_ (P b
Sustituyendojuy| :I vdu+j udv
a a

lo que implica J-budv=|u.v|2 —jbvdu
a a

Ejemplo: | = J- & Xcosxdx
0
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u=x esderivable -~ du=dx en [O, 721

dv=cosxdx

V= Idv= jcosxdx=senx, es derivable er[o, 721

‘UWO% :\x.semq? :%T
J':vdu: J'O%senxdx:|— Cosxlg/Z = —|cos><lg/Z =-(0-1)=1

Luego: | = % -1

Integracién por sustitucion

Teorema:

1) f(x)continua en[a, b]

2) x=x(t) derivable en[ta,tb] ;ooa=x(ty); b=x(t,)
3) X/(t) escontinua er{ta,tb] .

Entonces:jbf (x)dx=jttb f [x(t)].x’(t).dt

Sea: j f(x)dx= @(x) +C = F(X)

con ¢'(X) =F'(x) = f(x)
Por derivaciéon de funciones compuestas

Fxt)]= % F(X) = F'(x).X(t) = F().X(t) = f[xt)]x'®)
ty

[ tlxolx@dt=Fxo] " = Flxe)]- Flxe) =

a ta
F(b)-F(a) =¢(b)-¢(a) por(2)

ty b
Luego L f[x ()} x (t).dt = L f(x)dx (1)
.’ jCuidadd cuando se emplea el

método de sustitucién hay que
cambiar los limites de integracion.

2 2
Ejemplo: I:.[ ax dx
Lyx®+8
16 16 % 16
:ﬂ ﬂ:é u_%duzﬂu_:gu}é :§(4—3):§
3Jo 2 3Jo 3 % 3 |9 3 3

./ iNo olvidar! cuando se integra por
partes no hay que cambiar los
limites pero hay que evaluar las
dos partes de la férmula.
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u=x°+8
du = 3x2dx
X-1=>u-9
X-2=>U-16
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e , X3 ©orexd 1 X3 RIS
| :j x“.In xdx=| —.In x —J- —.—dx=|—.Inx| -=.—
1 3 .t 3 X 3 3 3

v=Inx, du=x?dx l_e:_e:_zé—l
3 3 9 9
dvzldx; u=x
X 3

Areas comprendidas entre curvas

El area de la region limitada poy = f(X), y=9(X) ylasrectasx=a y x=h, endondef ygson
continuas y
f(X)=2g(x) Ox en [a, b] es:

4y

A= [ (109~ g0o)ax

Ej.1) Calcular el area d la region limitada pgr= x?, 'y =2x-x>

Solucién:
Hallamos la interseccion de las dos curvas: 2y
X, =1 1
X2 =2x-x?> = 2x(x-1) =0 < !
X, =0
x=0=y=0 (00) o5
x=1=y=1 (1)) '
1 2 2
A=.[ (2x—x° = x%)dx 0 N
0 -0.5 0 0.5 1 1.5 "
1 b 2 1
A=.[ (2x-2x%)dx=| x> -=—| =1-Z==
0 3 o 3 3 /0.5

En este ejemplo en vez de consideray a&omo f de x,
considerax como funcion dg .

En general si una region esta limitada por cureasecuaciones de
laformax=f(y), x=g(y), y=c¢, y=d endondef yg
son continuas ¥f(y)=g(y) parac<y<d

entonces su area es:

A=Ld[f (v) - g(y)ldy

X

12 Apuntes y Disefio : Prof. Adj. Ing. Mercedes Encalada - J.T.P. Bach. Arturo Vega Corrales



ANALISIS MATEMATICO | - UNSa. SEDE ORAN

Ej 2) Calcule el area limitada por Ay

=x-1 y’=2x+6
y y 5.4

2x+6=(x-1)?
2X+6=x>-2x+1
x> —4x-5=9

X
L2 2 2 \-1
puntosdeintersecadn:(-1,-2) y (54)

_4t\/16+20_416_<5 —{ X

(_11'2) \

ay (5. 4)

Si hubiera procedido como ¢n el ejemplo 1:

A=.[__:\/2x+5+.[i(\/2x+6—x+1)dx

v X

U=2x+6 B
du=2dx

x=-3-u=0 x=-1-u=4
x=-1-u=4 Xx=5-u=16

5
4 16 2

I=EI u%du+lj uhdu=-| X x| =18
2J0 274 2

Integrales impropias

¢ @ Con limites de integracion infinitos.
Para que una funcion sea integrable se deben aushoglicondiciones basicas:

1) Losextremosa y b del intervalo de integracion deben ser finitps. Integral propia
2) Lafuncion debe ser continua dentro del inter\{aldn]
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b
Al definir I f (x)dx, pretendimos que la funciéhestuviera definida en el intervalo cerrz{dob] .
a

Ahora ampliaremos la definicion de la integral diefa para considerar un intervalo infinito de
integracion y a dicha integral la denominarematggral impropia.

Ej1: Consideremos el problema de calcular el aecta degion limitada poy =e™™ , el ejey, y la recta

x=b (b>0). 1y

b b
A=.[ e Xdx=-¢e¥ =1-eP®
0 0

Si dejamos québ aumente sin limite, entonces:

. b —X P —b
lim e "dx= lim (l—e ):1
bo+0d0 b o 400
O\N\\

0 2 4

w X

b
Definicién: Si f es continua para todo= a entonces:J- f(X)dx = I|m f(x)dx, si este limite

b+

existe.

b b
Definicion: Si f es continua para todo< b, entonces:j f(x)dx= lim | f(x)dx, si este limite
a--oda

existe.

Definicién: Si f es continua para todos los valoresgdgc es cualquier nimero real, entonces:

+00 C t
j’ f(x)dx = h’mj’ f(X)dx+ h’mj’ f (x)dx
—00 to—odt t-+o0dC

El segundo miembro es independiente de la elect@dn Por lo general, al aplicar la definiciande
toma como cero.

En las definiciones anteriores, si los limites ®xisdecimos que la integral impropia es convergent
caso contrario es divergente.

. +00 ; 0 ; b
EJZZI xdx = lim xdx+ lim | xdx=

a--oda b-owd0

27° 27" 1 1
= im | X +0im || = gim|-Za? |+ lim [ =b?
a--o| 2 a bo 4| 2 0 a_ —o 2 b 4o\ 2

La integral impropia diverge.

¢ @ Con discontinuidad infinita en alguno de los lingis de 1K
integracion

Definicién: Sif es continua para toda x en el interva(m b] y Si

b b
lim =z, entoncesJ- f(xX)dx= lim | f(x)dx, si este limite existe.
x—a* a x_atdx

Ej: j4dx Iim I—— |m2xy2 —Ilm(4 2\/_)=

ovx o di Ux
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Definicién: Sif es continua para toda x en el intervEﬂdJ) y si lim =+, entonces
X-b~

b
J' f(x)dx= lim j “f (x)dx, si este limite existe.
a x-b~da

w X

¢ @ Discontinuidad infinita en un punto interior
del intervalo de integracion

Definicion: Sif es continua para toda] [a, b] _excepto parax =c, siendoa<c<b ysi

b t b
Iim\ f(x)\ = +o0 entoncesj f(x)dx= lim | f(x)dx+ lim | f(x)dx; sieste limite existe.
X-C a t-c Ja s.c'ds

.2 dx . .
Ej: .[ 5 el integrando tiene una 2y
o(x-1)

discontinuidad infinita en x = 1. 10

77727

.[2 dx _ t o dx . dx
2—I|m_J- 2+I|m.[—2
0(x=D° t-1790(x=-D° s-1"9s (x-1

) 11" 1 7?
=lim|-——| +Ilim|-———
t-1 Xx-1 0 so1t x-1 s

////I,IIIIIIIIIIIIIIIIIIII’

w X

= lim [—1—1}+ lim [—1+1} la 4

t-1 s-1" s-1 ~1i0 -5 0 5

integral impropia es divergente.

15 Apuntes y Disefio : Prof. Adj. Ing. Mercedes Encalada - J.T.P. Bach. Arturo Vega Corrales



