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Recta tangente a una curva en un punto

Dada una curva de ecuacion= f (x), se trata de encontrar la recta tangente en uio fude abscisa x
haciendoy; = f(x;), la ecuacion de una recta cualquiera que pase por

P(x1, 1 )es: y—y;, =m(x—x;) .Obteniéndose una recta del haz para cada vatprea an; perom
debe ser el valor de la derivadagn para que la recta coincida con la tangente.

Con lo que la ecuacion de la tangente sera:

Y-y = ' (x)(x=%)

Cuando la derivada es infinita eq, la tg es paralela al eje y, y la ecuacion eg x=
Ej: Halle la ecuacién de la tangente a la parabplax® en x =3

=3=Yy,=9 (%, 1) = (39)

f'(x) =2x

f'@®) =6

La ecuacion de la tangente sena=-9=6(x - 3)
Ecuacion de la normal

Se llama normal a una curva en un pur¢x,, y;) a la perpendicular a la tangente, trazada por P.
Por pasar por P(xyy), la normal tiene una ecuacion de la formas-y, = m(x—x;) y como la

condicion de perpendicularidad de dos rectas esgsi coeficientes angulares sean reciprocos y de
signos contrarios:

m= —%() ; luego la ecuacion de la Normal, Bi(x) # 0 sera:
X
1
y-n="— ~(X=x)
T

Si f'(x) =0 no se puede aplicar la ecuacién anterior, pestncaso la tangente es paralela al eje x y
la normal seré paralela al eje y, de ecuacion x=

2 Apuntes y Disefio : Prof. Adj. Ing. Mercedes Encalada - J.T.P. Bach. Arturo Vega Corrales



ANALISIS MATEMATICO I - UNSa. SEDE ORAN

Valores Maximo y Minimo

Definicion: Una funcionf tiene un maximo absolutenc si f(c) = f(x) paratodo x en D, donde D es
el dominio de€f y el nimerof (¢c) se llama valor maximdef en D.
Analogamentef, tiene un minimo absolunc si f(c) < f(x) para todo x en D, al nimerb(c) se

llama _valor minimalef en D.
Los valores maximos y minimos flese llamarvalores extremodef.

y A
_f_(aS __________________________ valor maximof(d)
valor minimof(c)
f@)F---
X

Definicion: Una funcion tiene un maximo local ( 0 maximo refat enc, si existe un entorno dg tal
que f(c)= f(x) paraOxONgs(c)n D(f).

Analogamentef tiene un minimo local emsi existe un entorno dg tal que

f(c)< f(x) paralxONg(c)n D(f).

Ej. 1: La funcién f (x) = cosx adquiere su valor maximo (local y absoluto) defibidad de veces, ya
quecos2nn=1 OnOZ.

cos@n+1r=-1 es su valor minimo, en donedlZ .

Ej. 2: Si f(x) = x? entoncesf (x) = f (0) Ox,yaquex? = 0 Ox; Por lo tantof (0) =0 es minimo
absoluto (y local) dé. Esto se debe al hecho de que el origen eséb poas bajo de la parabola

y = x2. Sin embargo, no hay punto de la parabola quelsmas alto, por lo que esta funcién no tiene
valor maximo.

Ej. 3: f(x) = x> no tiene maximo ni minimo absoluto. En realidadgaco tiene valores extremos
locales.

Algunas funciones tienen valores extremos y otcaghsiguiente teorema proporciona condiciones baj
las cuales se garantiza que una funcion tiene emkxtremos.

Teoremgde los valores extremos): f&&s continua en un intervalo cerraEdaob] , entoncesf toma un
valor maximo absolutdf (c) y un valor minimo absolutd (d) en ciertos numerasy d de [a, b] .

(Se omite la demostracién). En la siguiente figggdlustra el teorema de los valores extremos. @bsé
que un valor extremo se puede adquirir mas de ena v

y A y A

ol 4

o e
(e}
e --
a

ol 4
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A
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Los dos ej. siguientes muestran que una funciémesesariamente tiene valores extremos si se omite
algunas de las hipotesis (continuidad o intervatvaclo) del teorema de los valores extremos.

Ej. 1

y A x% si0sx<1
f(x) = :

0 silsx<?2
L : esta definida er{O,Z] pero no tiene valor maximo. La funcién
: adquiere valores arbitrariamente cercanos a 1,grerealidad
nunca adquiere el valor de 1. Esto no contraditeceéma de los
valores extremos porqdi€o es continua efO,Z] . La funcion
tiene discontinuidad en x=1.

ol 4

Ej.2: La funcién f (x) = x?, 0< x < 2 es continua en el intervalo finito (0,2) pero iemé valor maximo

ni minimo. f no adquiere los valores 0 y 4. Esto no contragliteorema de los valores extremos ya que
el intervalo (0,2) no es cerrado.

Si se madifica la funcién incluyendo algunos defdaatos extremos del (0,2) entonces se obtienen las
situaciones que se muestran en la fig.

En particular, la funciérk(x) = x?, 0< x< 2 es continua ev[uO,Z] , asi el teorema de los valores extremos
garantiza que habra maximo y minimo absolutos.
A

y A
4
—p + >
1 2 X 1 2 X
f(x)=x2,0<x<2 g(x)=x2,0<x52 h(x)=x2,0sx<2 k(x):xz,Osxsz
No haymaximo Méaximo g(2) =4 No haymaximo Méaximo k(2) =4
No hayminimo No hayminimo Minimo h(0) =0 Minimo k(0) =0

A
No obstante el ejemplo anterior, es convenientertraatar que una

funcién continua, como la que se ilustra a contirapodria tener un

valor maximo o minimo incluso cuando esta defidain intervalo

abierto. Asimismo una funcidn discontinua potkfeer valores
maximo y minimo, pero no hay garantia de ello.

o 4
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Teorema de fermat

Sif tiene un extremo local (o relativo) en c; y 6l(c) existe, entonces '(c) =0.

Demostraciéon:Suponga en particular, giidene un maximo relativo en Entonces, segun la
definicién f(c) = f(x) sixes un valor del entorno de

f(c+Ax)-f(c)<0
f(c-Ax)-f(c)<0

obien: (CrM-TO fle=a)-1(Q) ,
AX (_AX)
esdecir: | \CTM=TO o Tle=)=1(c)
Ax (-Ax)

pasando al limite parAx — 0, entonces f'(c) <0< f'(c), pero la funcién es derivable; luego la
Gnica posibilidad es qué'(c) =0.

La condicién f'(c) =0 es necesario pero no suficiente.

Ej. f(x)=x3; f'(0)=0 y sin embargo er=0 no hay méaximo ni minimo.

Los siguientes ejemplos advierten la interpretagiéorrecta del teorema de Fermat. No se puede
esperar localizar valores extremos simplementiehdo f'(x) =0 y resolviendo para x (esto sélo
en funciones derivables).

Ej. 1) La funcion f (x) = M tiene su valor minimo (relativo y absoluto)»en 0, pero no se puede
encontrar dicho valor haciendb'(x) =0, ya que f'(0) no existe.

El teorema de Fermat sugiere que, por lo menoshebbuscar valores extremosfdelonde
f'(c) =0 o dondef’'(x) no existe.

Definicién: Un nimero critico de una funciénf es un nimero del dominio def , tal que
f'(c) =0 o bien f'(c) no existe.

Ej. encuentre los nimeros criticos €éx) = x5 4-x)

12-8x
5x’5

f'(x) = ; los nimeros criticos sof#, y 0.

Criterios para la determinacion de maximos y/o minnos relativos de
una funcion.
Consideremos funciones continuas, derivables mno=eXx;.

Para el ler. caso (funciones derivables) ¢ofx) =0 se buscan los ndmeros criticos. Si la funcion

es continua y no derivable, se investigan los eslolex, donde no existe derivada Unica.
Es importante conocer criterios que permitan desidén los nimeros criticos existe maximo
relativo , minimo relativo, o ni uno ni otro.

Criterio del signo deAy
De acuerdo con la definicion de méximo y de miniglativo:
SiAy < 0 paralx[ N;(xo) entoncesf (Xp) s un méaximo relativo.

SiAy > 0 paralx[ N;—(XO) entoncesf (xy) es un minimo relativo.

Se trata entonces de, determinar la expresidxydmx=x, y en ella se analiza el signo a la izquierda
y a la derecha de . Si Ay no mantiene su signo, significa que se tratandefuncion creciente o
decreciente y por lo tanto no hay maximo ni minimo.

Para aplicar este método la funcién debe ser agmfidiendo ser derivable o no.
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y A y A

Maximo local en x

»
|

X
0 X

No hay extremos

Hay Minimo local No hay extremos

Ej. Encuentre los extremos de la funcié(x) = 1
1+x2
. , - , 2X
i) Obtener los nameros critico$ '(x) = s
@+x7)
ii) f'(x)=0=>x=0
iii) Determinar Ay en x=0;
_1_ 2
y=fem)-t= b ] =t i)
1+(X+AX)° 1+X 1+(AX) 1+(AX)
(N _ . . .
[Ay]X:0 = ﬁ ; Ox# 0es Ay <0; por lo tanto hay Maximo relativo en x=0. El vatoédximo
1+ (AX
es f(0) =1.

Criterio del signo de la derivada primera de la furciéon en un entorno
reducido de xO0.

X, €S un punto critico de una funcion continua[arb] :
a) Sif'(x)>0 paraa<x<Xy,y f'(x)<0 parax, <x<b (esto es f' cambia de positiva
a negativa eng), entonce$ tiene un maximo local eryx
b) Si f'(x)<0 paraa<x<x,y f'(x)>0 parax, <x<b (esto es f' cambia de a
negativa a positiva eny)x entonces$ tiene un minimo local enx

c) Si f'(x) no cambia de signo eg, entonces no tiene extremo local eq
y A y A y A

£ 1(x)>0
' (x)<

»

X

Xo

Maximo local No hay extremos

Minimo local No hay extremos

Prueba:

Si % €s un numero critico de una funciéeontinua end , b] todo el resto de la Hipétesis y la tesis

estan bien.
En el caso de un maximo local:
Sia<x<X,: Ay = f(x, —Ax) — (%) <O.

Si f esderivablelx: a<x<x,
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Ay . f(xo _AX)_f(Xo) >0

Fx) = Alirpo& - AI>I<TO Ax (Ax<0)
Si X, <x<b: Ay = (X, +AX)— f(x,) <0
Si f es derivableOx: x, <x<b
O (@>0)

(%)™ >0

. para [Ox [ N;—(XO) con Ax< ¢ . Como la condiciomyy <0
f'(xg)" <O

Entonces: siAy<0= {

t'(x0)” >0
f'(xo)" <0
Es decirf(xy) es maximo si la derivada cambia de signogpasando de positivo a negativo.

implica un méaximo entonces:(x, ) esSmaximo < {

Ej. Encuentre los extremos relativos fl€x) = x(L— x)% y trazar su grafica.
i) Se encuentran los nimeros criticod:de

5-7x
51-x)%
Los ndmeros criticos so% y 1.
f'(x)>0 si x<%
f'(x)<0 si x>%

f'(x)= f'(x)=0=> x:%; Ademés f '(x)noexistesix =1

}por el criterio de la primera derivada tiene un iméxrelativo en %, y el

méximo relativo vale: f (%) =2 (%)% .

f'(x)<0 si x<1 , .
,( ) _ f (1) =0 es un minimo relativo. | Observe quef’(l) no existe!!
f'(x)>0 si x>1

y A

14

v

Ej. Retome la funcionf (x) = 1 1
+

5 Y determine los extremos relativos usando edigoitde la
X

primera derivada.

Criterios del signo de la derivada segunda

Suponga quef " es continua en un intervalo abierto que contiene a
a) Si f'(c)=0y f"(c)>0, entonces tiene un minimo local en
b) Si f'(c)=0y f"(c)<0, entonces$ tiene un maximo local en
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f'(x) = f'(c) _ lim f'(x)-0 2y
X—cC

Prueba: f"(c) = lim
X -c X-C

Cc
En el caso a) dondé"(c) >0:

jim (=0
X-Cc X—C

>0, por lo tanto habra un intervala, 5) , tal vez

f'(x) i
X—cC !
desigualdad implicaf '(x) < 0 paraa <x<c y f'(x)>0 para c

c<x< f.Porlo tanto, por la prueba de la primera deadvédgc) es

un minimo relativo.

La prueba b) de manera semejante.

El criterio de la derivada segunda no proporciomarmacion cuandd "(c) =0. Este criterio
también falla cuandof”(c) no existe.

No obstante se prueba (no lo haremos) quE' &) =0, se sigue derivando y se ve el orden de la

primera derivada no nula:
a) Silaprimera derivada no nula posterior adgunda, es de orden par, se analiza el

> 0= minimoenx=c
< 0= maximoenx =c

b) Sila primera derivada no nula posterior a la sdguas de orden impar, no hay
maximo ni minimo enx=c.

pequefio, en torno a donde: >0; Xx#cC , pero esta

w X

sign0:<

Estudie maximos y minimos relativos d€x) = x+ = , con los tres criterios.
X

Teorema de Rolle

Seaf una funcién que satisface las siguientes hipsitesi
1. f escontinua en el intervalo cerradglf, dondea<b.
2. f esderivable en el intervalo abier& ().
3. f(a) =f(b).

Entonces, existeen @, b tal que f'(c)=0

Desde el punto de vista geométrico, el teoremadlle Bs ciertamente plausible. Si la grafica de una
funcion continua toma el mismo valor en dos pugttene una tangente en todo punto entre estos dos,
debe entonces tener una tangente horizontal en plgito intermedio. Notemos que el teorema de Rolle
asegura la existencia de al menos un punto coremdadporizontal. Puede que haya mas de un punto.

Antes de proporcionar la demostracién del teorexaminemos las graficas representativas.

f(a) =f(b) f(a) = f(b), 7? TT f(a) = f(b)
f(a) = f(b) , ’

- >
>

a ¢ G bxX a ¢ b X a ¢ ©C b x a ¢ b X

v
v

En cada cada caso se ve que existe, por lo memogunto €, f(c)) en donde la tangente es horizontal y
por lo tanto f'(c) = 0.
DemostraciénExisten dos casos posibles:

Caso I: f(x) =k ; es decirf es constante; entoncds$(x) =0, asi que el nimem puede ser cualquiera
del @, b.
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Caso ll: f(x) sigue una ley cualquiera

y A |) y A ”)

N

) f(x)>f(a)
Por el teorema de los valores extrerhtmna un valor maximo en algin punto [deb] .

f(c+Ax) - f(c)<0 para Ax>0 ypara Ax<O0

f(c+Ax) - f(c)<O

Si Ax>0:
AX

Si Ax<O0: wzo
AX

tomando limite cuandéx — 0

f(c+Ax)—-f(c) _

lim —— =2~ 3 = §'(c)< 0si AX>0
£x-0 AX .
lim fle+89-1(c) _ f'(c)= 0si Ax<O
Ax-0 Ax

f'(c) esalavez=0y <0, entonces la Unica posibilidad es que sea cequgda derivada en un
punto es Unica (por hipotesis), luedgd(c) =0.

Aplicacion del teorema de Rolle

Demostrar que la ecuacior” + x-1=0 tiene exactamente una raiz real.

Uso el el T. del valor intermedio (continuidad)

=0= f(0)<0
Seaf(x)=x3+x-1 x=0=10) = f(c)=0 para0<c<1
x=1= f (1) >0

Para probar que no hay otra raiz entre 0 y 1 seaaRblle y se razona por contradiccion.
Supongamos que la ecuacion tiene dos raicgsb, entoncesf (a) = f(b) =0

Comof es un polinomio, es continua e{a, b] y derivable er(a, b) y por Rolle OcO(a,b)/ f'(c) =0
f7(x) =3x? +1

3x?+1=0  DOxOR/3x?+1=0.
Esta contradiccion provino de suponer que haycsai

La principal aplicacién del Teorema de Rolle radioda demostracion del Teorema de otro matematico
francés, Joseph Louis Lagrange (1736 — 1813), @lehea del Valor Medio.
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Teorema del Valor Medio (de Lagrange)

Seaf una funcién que satisface las siguientes hipsitesi
f es continua en el intervalo cerrabaob] :

f es derivable en el intervalo abiela b) .
Entonces existe un nimemen (a,b) tal que:

f(b)-f(a)

fe)=—"0 -

Antes de demostrar este teorema, interpretemoséeoamente:

y“ y“

g(¥

C1 Gy

f(b) - f(a)

b-a
Puesto quef'(c) es la pendiente de la tangente en el patd (c)); el T, del V. Medio, dice que existe
por lo menos un punt®(c, f (c)) de la grafica, en donde la pendiente de la taegesitgual a la

pendiente de la secante AB. En otras palabrageaxispuntd en donde la tangente es paralela a la
secante AB.

La pendiente de la recta secante ABheg =

DemostraciénDefiniremos una funciép como la diferencia entifey la funcion lineal definida por los
puntos Ay B (llamemog a esta funcién lineal)

Luego: ¢(x) = f(X) — g(x)
Aplicando la forma punto-pendiente de la ecuacétadrecta:

Y-y =mX—X)=>y=mX-X)+y

Comom= w y tomando(xy, y;) = (a, f(a)) , resulta
a(x) =w(x —-a)+ f(a), entonces:
o) =f(x) - M(x —-a) - f(a); esta funciong es continua elfa, b], porque es la resta de

dos funciones contlnuas.
La funcion ¢ es derivable era( b), porque tanté comog son derivable ena( b).

M(a—a)— f(a)=0

b_
#(a) = ¢(b)
w(b a)-f(a)=f(b)- f(b)+ f(a)- f(a) =0

$(@)="f(a)-

#(b)=1(b) -

Por lo tanto la funciérg satisface las hipétesis del T. de Rolle. Entorcéste c[d(a,b)/ ¢'(c) =0
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#(x) = ') - w
—a

#'(c)=1'(c)- M2>0=f'(c)—M:>f'(c):M
—a b-a b-

llustracion del teorema

Ej.1 Encuentre el nUmemmgarantizado por el T. del V. Medio pafgx) = 2/x enel intervalo[l4]
i) Verificar las hipétesis del T.V.M.
Solucion: f'(x) = 2.%.x_y2 -1
X

f@4)-f@ _4-2_2

4-1 3 3
Ej.2 Seaf(x)=x3-x?-x+1 enel intervalo[— 12] . Encuentre todos los nUmeros que satisfacen la
conclusion del T. del Valor Medio.

12 - 9
por lo tanto tenemos que resolver la ecuamja = 3 ; la solucion esc = 2

i)Verificar las hipotesis del T.V.M.
f'(x) =3x? -2x-1
f@-f(-2) _3-0

2-(-1 3
Debemos resolver la ecuaciéBc? —2c-1=1
+
hay dos solucmnesﬂ 1 f , ambos nimeros estan en el intervatd,2) .
4AL
y
2

l o
v

Ej. 3 Seaf (x) = x” en el intervalo[—8,27]. Demuestre que la conclusion del T. del V. méalia y
descubra porqué. 5

Solucién: f'(x):%x‘%; x#0 f(x)

f@N-f(-8 _9-4_1
27-(-8) 35 7 5 0 5

3
Debemos resolver %C_% = % =Cc= [134] 0102
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Peroc =102 no esta en el intervalp-827) . El problema es queno es derivable en €+827) , ya que
f'(0) no existe. Esto pasé por no verificar las hipétdsi T del V. Medio.

Teorema del Valor Medio Generalizado (T. de Cauchy)

Seanf y ¢ dos funciones continuas en el intervalo cerrEajb] y derivables en el interval(a,b) y
@'(x)£0 OxO (a, b), entonces existe por lo menosajperteneciente al interval@, b) , tal que :
f(o)-f(a) _ f'(c)
p(b)-4(a)  ¢'(c)

O sea que la relacion o cociente de los incrematedas funciones es igual a la relacién o cocidatkas

intermedios.

DemostraciénA los fines de que se pueda demostrar, debe cigap#i(x) Z0 y ¢(b) # ¢(a)
HagamosM =A
¢(b) - ¢(a)

Demostraremos queA =

f'(c)
f(b)- f(a) = Alg(b) - #(a))
f(b)- f(a)- Alg(b)-¢(a))=0 @

, para ello d&d despejamos:

Reemplazanda porx, queda la expresion anterior (que era una comytarpresada como una funcion
de x, que llamaremdy(x):

h(x) = f(b) = £ (x) - Alp(b) - $(x))
Verificamos sih(x) cumple las condiciones de Rolle, y si se cumpliécaemos este teorema para
demostrar el T. Cauchy.
El T. de Rolle exige que la funcion debe ser ccmtien[a, b] y derivable ena,b) y ademas
h(a) = h(b) .
La funcionh es suma de funciones continuas y derivables.
Verifiquemos queh(a) = h(b)
h(a) = f (b) - f (a) - A{(b) - ¢(a)) = 0 por @
h(b) = f(b)- f (b) - A(¢(b) —¢(b)) =0, o sea que se cumplen todas las condiciones die Rpor lo
tanto, existe por lo menos grgue pertenece al intervala, b) tal queh’(c) =0
h'(x) =0-f'(X) + Ag'(x)
h'(c)=-f'(c)+ Ag'(c)=0

, : f'(c)
A =f A=
p'©=1(0)= 50

fb)-f(@) _ ()
p)-¢(@) ¢'(c)

uego

Ej: Pruebe si es posible el Teorema de Cauchy sidagntes funciones:
—x2 i

F(x) = X _+5x si x<4 9(x) = —x+3
X si x=24

en [26] y[-12]

Como f no es derivable erx =401 (2,6) no se puede aplicar Cuachy; en el interv{a:}d,z] se cumplen
todas las exigencias> (c (— 12) tal que :
f@-f(-1) _ f'(c)
9@-9(-) d'(0)
6-(-6) _ —2c+5
1-4 -1

Dc=1
2
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Funcion creciente, decreciente y monétona

Definicion:

Una funcién se llamareciente en un intervalo | sif (x;) < f (x,) siemprequex; <X, en |.
Una funcién se llamalecrecienteen un intervalo | sif (x3) > f (x,) siemprequex; < x, en I.

Las definiciones anteriores corresponden a funsigstrictamente crecienteestrictamente
decreciente.
Si cambiamos los signos < y > pary = obtendremos las definiciones de crecimiento y

decrecimiento en sentido amplio.
Una funcién esnonétonaen un intervalo |, si es creciente o decreciente.

y A D En la definicién de funcién creciente es
B importante tener claro que la desigualdad
f(x,) y f(x) < f(X,) debe satisfacerse para todo par
f(x1) de nimerosy y X, enl, con x <X, .
La funcién f(x) =x? es decreciente en
f(xa) / C . .
f (-,0] y creciente en[0,») . (Hagase una
x| # A . . .
ilustracion grafica). Por lo tantd, es

v

X1 X3 X3 X4 X monétona er(—«,0] y en [0,), pero no es
monétona en(—oo, ),

Para ver como puede ayudar la derivada para dei@ren donde una funcidn es creciente o decregiente

considérese la siguiente figura. Observamos quéellanpendiente de la tangente es positiva, ladanc

es creciente, y donde la pendiente de la tangsntegativa, la funcién es decreciente. Se sabe que

f'(X) es la pendiente de la tangente (an f (x)). Asi, parece que la funcién crece cuarfd(x) >0 y

decrece cuandd '(x) <0. Para demostrar que esto es verdadero se apli@rma del Valor Medio.

Criterio para Funciones Monotonas (*)

Teorema (1):
Supdéngase quees continua evfa, b] y derivable eng,h).
(a) Si f'(x) >0 para todo x eng(, b), entonce$ es creciente era[ b.
(b) Si f'(x) <0 para todo x erg(, b), entonces$ es decreciente en,[b].

Demostracion:

(a) Sean x y % dos numeros arbitrarios eamlf] con x < x. Entonces$ es continua en [xx,] y
diferenciable en (x x,), asi que por el Teorema del Valor Medio existadmeroc entre x y x, tal que:

f0) = f(x) = F'(©)0¢ —%) @

Ahora bien, f'(c) > 0 por hipétesis yx, — x, >0 porque Y y=3x*-4x3-12x? +5
X < X, . Por consiguiente, el segundo miembro de la e6n&®i
es positivo, y entonces
f(X)—T(x)>0 o f(x)<f(x)
Esto demuestra qdees creciente enald]. ©.5)
La parte (b) se prueba de manera semejante. /

Xy

Ej. Encontrar los intervalos en los que la funcion

f(x) =3x* - 4x® -12x° + 5 es creciente y en los que es
decreciente.

Solucion  f'(x) =12x3 —12x? — 24x =12x(x - 2)(x +1) :
Para utilizar el Teorema se debe saber en ddr@e >0 yen (2.-27)
donde f'(x) <0. Esto depende de los signos de los tres factores
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de f'(x), es decir, 12x, x — 2 y x +1. La siguiente tapl@porciona la conclusion con base en el

teorema. A partir de esta informacién y de los nealef en los nimeros criticos, trazamos la gréafica de
f como se muestra en la figura.

Intervalo 12x X-2 Xx+1 f'(x) f
x<-1 - - - - decreciente eif—oo,-1]
-1<x<0 - - + + creciente en [-1, O]
O0<x<2 + - + - decreciente en [0,2]
X>2 + + + + creciente en[2, «)

Recuérdese el Teorema de Fermat, quet#ne un maximo o minimo local en entonces debe ser un
ndmero critico dé, pero no todo namero critico da lugar a un vakbreeno. Por lo tanto, se requiere un
criterio para determinar sitiene o no un extremo local en un niimero critico.

Teorema (2):

Seaf :(a,b) - R, derivable en todo punto:
a) Si fes creciente, entonces(x) >0 0x0(a,b)
b) Si f es decreciente, entonces'(x) <0 x(a,b)

Solo interpretaremos geométricamente (se omiteraodtracion).
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Concavidad y Puntos de Inflexion

Hemos visto que el conocer la primera derivadandefuncion es Gtil para trazar su gréafica. En esta
seccién veremos, con la ayuda del Teorema del \Kadwlio, que la segunda derivada proporciona
informacion adicional que permite hacer un mejardrde la gréafica.

En la figura (i) se muestran las graficas de dasifines crecientes em,[b. Ambas gréaficas unen el

punto A con el punto B, pero se ven diferentes p@ip inclinan en direcciones diferentes. ¢ Cémo
distinguir entre estos dos tipos de comportamieriaia figura (ii) se trazaron tangentes a ellags
en varios puntos. En (1) la curva se encuentrhade las tangentesfy se llamacdncava hacia arriba
en [a, b. En (2) la curva se encuentra debajo de las taagey g de llamadncava hacia abajen fa, b.

y A y A
B » B
figura (i) g
f
A A
a b x a b x
) @
y A y A
B B
g
figura (i) f
A A
a b x a b x
(1) Céncava hacia arriba (2) Céncava hacia abajo

Definicién: Si la grafica dé se encuentra arriba de todas sus tangentes eteuvailo |, entonces se
llamacéncava hacia arribaen |. Si la grafica dé se encuentra debajo de todas sus tangenteanse ||
cbéncava hacia abajeen I.

En la siguiente figura se muestra la grafica defuneién que es céncava hacia arriba (abreviado)CAR
en los intervalosd, ¢, [d,e) y (e, d y cOncava hacia abajo (CAB) en los intervdlmdy, [c, d vy

[p. d.

y 4 KD Lp

v

a b c d e p q
|¢—— CAB ——|«— CAR —|« CAB +|«— CAR —|<«CAR +|« CAB —|
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Veamos cémo ayuda conocer la segunda derivadalptgaminar los intervalos de concavidad.
Observando la figura (ii) (1), vemos que, yenddzdeierda a derecha, la pendiente de la tangente
aumenta. Esto significa que la derivatldx) es positiva. Del mismo modo, en la (ii)(2) la pente

decrece de izquierda a derecha, de modo fg(€ es decreciente y, por lo tantd(x) < 0. Este
razonamiento se puede invertir con lo que sug&rweitacidad del siguiente teorema.

Criterio de Concavidad

Supdngase quees dos veces diferenciable en un intervalo |.
(&) Si f"(x) >0, para todx en |, entonces la grafica fles concava hacia arriba en .

(b) Si f"(x)<0, paratodx en |, entonces la grafica fles céncava hacia abajo en I.

Demostracion de (a)Seaa cualquier nimero en |. Debemos demostrar querlsacy = f (x) se
encuentra arriba de la recta tangente en el p(mtb(a)). La ecuacion de esta tangente es:

y=f(a)+f'(a)(x-a)
Asi que, debemos demostrar que:

f(x)>f(a)+ f'(a)(x—a)

cuandoxO1 (X # a).

f@+f'(@)x-9

a X X
Consideremos primero el caso en que a . Si aplicamos el Teorema del Valor Medid an el

intervalo f, ¥, obtenemos un nimeppcona < ¢ < X, tal que:

f(x)-f(@=f'(c)(x—a) ©
Puesto quef " >0 en |, del teorema (* Criterio para Funciones Monas) se deduce que es
creciente en |. Por consiguiente, puestoasec, se tiene que:

f'(@) < f'(c)
y entonces, multiplicando esta desigualdad potiglaro positivox —a, se obtiene
f'(a)(x-a)< f'(c)(x—a) @
Ahora sumamosf (a) a ambos miembros de esta desigualdad:
f(a)+ f'(a)(x—a)< f(a)+ f'(c)(x—a)

Pero de la ecuaciof® tenemos quef (x) = f(a) + f'(c)(x—a) . Asi que esta desigualdad se convierte
en:

f(x)>f(a)+ f'(a)(x—a) ®
gue es lo que se queria probar.

Para el caso en gque< a tenemos quef'(c) < f'(a), pero la multiplicacion por el nimero negativo
x—a invierte la desigualdad, de manera que se obti@ngr® como antes.
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Punto de inflexidon

Definicién: Un punto P de una curva se llapunto de inflexién si la curva cambia de céncava hacia
arriba a céncava hacia abajo o viceversa en P.

Por ejemplo, en la figura (iii), B, C, D y P sompas de inflexion. Obsérvese que si una curva tiene
tangente en un punto de inflexion, entonces laacaruza a su tangente en ese punto.

Por el criterio de concavidad, existe un puntonflexién en todo punto en donde la segunda derivada
cambia de signo.

Ej. Determine en dénde la curvii= x3 —3x+1 es concava hacia arriba y en dénde es céncava haci
abajo. Encontrar los puntos de inflexién y trazagiafica de la curva.

Si f(x)=x3-3x+1, entonces
f'(x) =3x?-3=3,(x% -1)

Puesto quef '(x) =0, cuandox? =1, los nlimeros criticos safil . Ademas

f'(x)<0 = x*-1<0 = x*<l= |X<1

f'(X)>0« x>>1e x>10x<-1

Por lo tanto,f es creciente en los intervalos¢, -1] y [1, ) y es decreciente en [-1, 1]. Por el
Criterio de la Primera derivadaf (—1) =3 es un valor maximo local ¥ (1) =-1 es un valor minimo
local.

Para determinar la concavidad se calcula la segiedeada: A punto de inflexion

f"(X) = 6x
Asi que f"(x) >0, cuandox>0y f"(x) <0 cuandox<0. (-1,3)
Luego, el Criterio de Concavidad dice que la c@vadncava
hacia abajo en(—oo ,0) y céncava hacia arriba e(O, oo) . Puesto

que la curva cambia de concavidad cuando x =@yrb (0, 1) ©.1)
es un punto de inflexién. Esta informacién se zdilpara trazar / \‘/ >

la gréfica de la curva mostrada en la figura. o

Los puntos donde Id "(x) no existe o dondd "(x) =0 y

cambia el sentido de la concavidad, son los catalidaser
punto de inflexion. Ademas para ser punto de imdlexiebe ser continua en dicho punto.

+<— CAB »«<— CAR —

. f(x) = x’ -16x> +10x> +8x+8 R o

En el siguiente 60[Y puntos de inflexion

ejemplo se puede —

observar la

concavidad y

puntos de

inflexion:
| ' X

2.5 0 X 0.5 1 x 1.5 2 "

0,2 1,15

concava hacia arriba en los intervalc(i3,0.2), (1.15 oo)
concava hacia abajo(:—oo ,1.3), ( 0.2,1.15)
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Regla de L’ Hopital

Indeterminaciones:
0 %) 0.0 00 — 00 00 1% 00

0 00

Sean Fy G dos funciones derivables en un entahacido deay G'(x) # 0 en todo punto de dicho
entorno ylimF(x)=0 y limG(x)=0
X-a X—a

a) Indeterminacion g

F(@=0
Seaf(x):M y enx=a @
G(x) G(a)=0
= cuando tenemaslim FO) = 0 indeterminacién ; a<c<x t t t
X-a G(X) O a C X

aplicamos el T. de Cauch\,ggg :ZEZ; = 28

= cuandox - a
€ — a ( porque siempre esta entrecy a )

PorqueF(a) =0
= tim FOI=F@ _ g, PO yG(@) =0
x-aG(x)-G(a) x-aG(x)
im0 i O 4 F X
x-a G(X) cﬂaG'(C) XaaG'(X)

Observacionsi F'(x) y G'(x) cumplen las condiciones del T. de Cauchyim (FSEX; :%, siempre
X—a X

que OF"(x) y G"(x)

se puede calcular

lim FOJ lim F'()

x-aG(x)  x-aG'(x)

Resumen de los pasos a seguir:
1. Operacion de paso al limite.
2. Derivar numerador y denominador independientemente.
3. Paso al limite para saber si se levant6 la indétecion.
4

Si no se levanto la indeterminaci%n se repite el paso 2.

. ., o]
b) Indeterminacion: —

Sea f (X) =@ y enx=a{F(a) -

G(X) G(a) =00

= lim F( =%y (verdadero valor)
x-aG(X) oo
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1
x-a 1 0
F(x)

Aplicamos la regla de L'Hopital

_G'(¥
G*(x) _ im G X F2(x)

=i .
VEMTFR PR 6l
F2(¥)
, 2
= lim G'(x) .[Iim F(X)}
xea F'(X) | x-a G(x)
v =1im S 2
xa F'(X)
V2 =lim GZ(X) =1:>V =lim F:(X)
Vv x-aF'(X) V x-a G'(X)

. . .09 . 0
Conclusién: se opera con la indeterminaciéncomo si fueraﬁ
o0}

¢) Indeterminacion 0.c

F(a=0

F(0=FGM) Y enx:a{G(a):m

lim F(x).G(x) = 0.c0

Haciendo lim FO) =£ =9 .
x-a 1 1 0 en cualquiera de los
G(X) o dos casos operamos
Od ) aplicando regla de
6 L’Hopital
lim ) _0 _
x-a 1 } 00
F(x) O

d) Indeterminacion o —oo

_ _ _ F(a):oo
fF(X)=F(X)-G(X) vy enx-a{G(a):oo

lim F(X) —G(X) =0 —o

1
. 1 1 _ . G(X F(X_0-0_0 , .
Hacemos)l(lina 1 1 —)I(|£na 1 1 0o —0:>L Hopital
F()  G(x) F(¥) G(x)

d) Indeterminaciones del tip8°, «°, 1%

f(x) = F(x)C®® )I(irr;F(x)G(X) =0%, ©°,61”
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tomando In en ambos miembros para bajar el expenen
In Iim E(x)®™ = lim G(x).In F(x)
X-a X-a

= lim G(x).In lim F(x)
X—-a X—-a

— en cualquiera de
\ \ los 3 casos da
0 o 0.0 6 0

= a partir de aqui trabajamos transformande(—)en ® como ya vimos y aplicamos L’ Hopital.
(o0]

Entonces lo que obtendremos no es el resultade,fhtia aplicar antilogaritmo.

= |im F(X) G(x) — eR (resultado de L'Hopital)
X—a
Ejemplos:
0
0
X _ X
1) Iim2 122 _
x-0 X 1
tg X — X sec x-1 2sed x.tg x 4seck > tgx+2.seC x 2 1
1) 1im 93X X = jim — lim Agx _ cos® x cofx_2_1
x-0 x3  x-0 3x*  x-0  6X 6 6 3
o0
o0}
X X X
2) lim S =1im & =1im & =w
X — 00 X2 X—00 2X Xo0 2
1
- Inx X 3
3) lim—_—==Ilim lim—-—==0
xewx xew 1oy xow3x
3
0.0
1
4) lim x.Inx= lim In—leim X _=lim(-x)=0
x—0" x-0" 1 x-0_ 1 x-0
X )(2
00 — g
2 _ 4 2 2
. . - x“(@L-x
5) I|mi—— =I|mX X lim ( )=oo
x-0 x* x%2) x-0 x*x? x-0 x%x*
OO
6) lim x*=¢
x-0*
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1
. . ) . Inx
InZ=In lim x* = lim Inx* = lim xInx=Ilim ——=-X =0
x-0* x-0* x-0* x-0* 1 _i
X )(2
0e’=1=v¢
100

7) lim@+x)% =y
X-0

1
. . . . In(A+Xx .
In ¢ =1In Iim @+ x)°°9% = [im In@1+ x) %% = lim cotgx.In(1+ X) = lim ( )=I| 1+x -
X-0 X0 X0 X0 tgx X0 1
cos® X
OInt=1=/r=¢e
000
. 1 senx
8) Im(] =/
X-0\ X
e X
nt _x
) . ) 2 . serfx X
In/=Ilimsenx.In = =lim X = |im X = . =
x-0 X x-0 1 x-0 COSX x-0 x2  COSX
senx serf x
0s/s=1
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