ANALISIS MATEMATICO I - UNSa. SEDE ORAN

Entornos

Definicion: Consideremos el punfo perteneciente al eje’*y de abscisad’, y un namero real positivo
“d" . Se define com&ntorno del punto &” con radio, al intervalo:

(a-6, at9d) = {xDR/a—5<x<a+5}:N5(a)

gue también puede simbolizarse como:

q
v

Ns(@) ={xOR/x-d <&} - —
a-— a a

El punto de abscisa pertenece a su entorno, cualquiera ded .
Como la definicion de “entorno” depende del valduitaario d >0, se deduce que para cualquier punto de
la recta no existe un Unico entorno, sino una iidéd.

Entorno reducido:

Entorno reducidale un punto de abscisacon radiod, es el conjunto de puntos que pertenecen al
intervalo abiertod-3d, a+d) con exclusién del puni@ o sea:

Nj(a) ={xOR/a-d<x<a+d0x#a={xOR/0<|x-4 <3}

v

Clasificacion de los puntos sobre la recta:

Punto de acumulacion

Supongamos un conjunt® 0 R . Se dice qua es un punto de acumulacion de S sii
ONj(a), (xOS tal que xON3(a). O bien ONj(a): N3(a) n S# @.

El puntoa puede o no perteneceBa

Conjunto Derivado:
Un conjuntoS’ se llama derivado d&si esta formado por todos los puntos de acumuiaiae®.

Conjunto Cerrado:
Un conjunto se llama cerrado, si contiene todogpsnsos de acumulacion. & 0 S, se dice qu& es
cerrado.

Punto Interior:
Un puntoalS, se dice que es interiofSasi existe algin entorndl s(a)/ Ns(a) O S.

Otra definicién similarSe dice qua es interior al conjunt8 si se verifican las siguientes condiciones:

1) aOds
2) Ny@OS

Conjunto Abierto:
S es un conjunto abierto, si todo puntoSies punto interior d&§ o sea si todos los puntos 8ieon
interiores.
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Punto Exterior:
Un puntoadR se llama exterior §, si existe al menos uNs(a)/ Ns(a) n S=g.
Otra definicién similarSe dice que es exterior al conjunt8 si se verifican las siguientes condiciones:

1) aOds
2) ONg(@/Ns@n S=¢

Punto Aislado:
Un puntoalS, se llama aislado d&sii (N ;(a)/Ns(a) n S={a} 0 bien siiD\l;(a) nS=g.

Un punto aislado no es de acumulacion. En otrasbpas, un punto de aislado §les un punta
perteneciente & que no es punto de acumulacionsie

Punto Frontera:
Un puntoa es punto frontera d& sii ONs(a): Ns(@)n Sz @ONs(@) n SC # ¢
Un punto frontera puede o no pertenecer al conjirboes interior ni exterior.

Conjunto Frontera:
Es el conjunto formado por todos los puntos fragetel conjunto S. Se lo simbolizaS 6 front(S).

Punto de Adherencia:
Un puntoa se llama de adherencia 8sii ONs(a): Ns(@)n S# ¢@.

El puntoa puede o no pertenecer al conjunto S.

Conjunto Clausura o Adherencia:

de un conjunto S, es el formado por todos los pudéoadherencia se Sy se lo designa ot

Cotas. Extremos superior e inferior
Sea el conjuntoSO R

Definicion: Un elementok OR es _Cota superior d& si (xS, esx< k . Si existek, diremos qué& es
un conjunto acotado superiormente.

Ej: S= [3,6] ; 6 es cota superior @&también lo son 6,01; 10,5 etc.

Si hay una cota superior, hay infinitas.
kOR es_Cota inferior de Si (Ox[0S es x=k
Ej: S=[3,6]; 3 es cota inferior d§ 2,99 y —0,10 también lo son.

Diremos quesS esta acotada, cuando lo esta superior e inferigEame

Se llama Extremo superior u supremdS#ela menor de las cotas superiores (Sup.

Ej: S=[36); el Sup.S=6; 600S
Ej: S=[36]; el Sup.S=6; 60S
Si el supremo pertenece al conjunto, recibe el merdb maximo del conjunto.

Si el extremo pertenece al conjunto se dice qumésxtremo accesibleCaso contrario: extremo
inaccesible.

El infimo y/o el supremo, si existen, son Gnicos.

" Infimo de S o extremo inferior de S, es la mayotas cotas inferiores.

Apuntes y Disefio : Prof. Ad. Ing. Mercedes Encalada - J.T.P. Bach. Arturo Vega Corrales 2



ANALISIS MATEMATICO I - UNSa. SEDE ORAN

Ejemplos

SupongamosS 0 R ; se pide que represente c/u de los siguientesicios.

S ={x0R/a<x<p} SZ:{XDR/ x2—1DR} Saz{xDR/x x2—1DR}
S4:{X|:|R/X/X—1|:|R} Ss={xDR/asx<b} S6={xDR/a<xsb}
S, ={xON /1< x< 5} S; ={x0Q /1< x<5} S, =R
S_'L: t O 0
0 b
&: 0 O
-1 1
> T o 1
&: L 4 O
0
S : o
0 a b
S s .
0 a b
S * * * * *
1 2 3 4 5
S A
1 5

Puntos de Acumulaciéon

ConjuntoS;:
a es punto de acumulaciéa[1S
b es punto de acumulaciéhJ S

¢ de abscisac = % (a +b) es punto de acumulaciéa,0 S

0 el origen no es punto de acumulacion

ConjuntoS;:
0 el origen no es punto de acumulacién, pues =0 no se verifica la condicion:

ON3(a):Nj(a)n S#¢.
-1 es punto de acumulaciéoriO S,
% tampoco es de acumulacion.

ConjuntoSs;:
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0 el origen no es punto de acumulaci@ijS;), pues la definicion se refiere a un entorno cehu

Tomandod =1 no se verifica la condiciériIN s (a): N3(a) n S# @

ConjuntoSy:

0 no es punto de acumulacion por la razén dada esssel anterior,
1,5 es punto de acumulacion.

-1,5 no es punto de acumulacion.

ConjuntoSs:

a es punto de acumulacioad Sy
b es punto de acumulaciéh 0 S;
0 no es punto de acumulacién.

ConjuntoS; analogo &;
ConjuntoS;:
1 no es punto de acumulacion$e. Como este resultado es aplicable a los demasgdet conjunto,

se concluye qué&; no tiene punto de acumulacion.

ConjuntoS:
1 es punto de acumulacionL(] Sg

J2 es punto de acumulacion2 0 Dg

Conjuntoy:
Todos sus puntos son de acumulacién.

Conjunto Cerrado

ConjuntoS;: no es cerrado puesto gaey b son puntos de acumulacion y no pertenecgn a
ConjuntoS;: es cerrado
ConjuntoS;: es cerrado
ConjuntoS,: es cerrado

ConjuntoSs: no es cerradob 0 Sy
ConjuntoSs: no es cerradoald Sy

ConjuntoS;: el conjunto de sus puntos de acumulaciérge$or convenciongd S, , entonces el
conjunto de los puntos de acumulacién esté incleidds, . De acuerdo a esto es cerrado.

ConjuntoSs: no es cerrado: todos los irracionales mayoreslquenenores que 5 son puntos de
acumulacion y no pertenecen al conjunto.

ConjuntoS;: de acuerdo a la definicién es cerrado.

Punto interior al Conjunto

ConjuntoS;:
ano es interior pues no se verifica a ningunaadalbs condiciones.

ConjuntoS;:
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-1 no es interior por no cumplir la condicién 2)
1+0,0001 (6 =0,0001) es punto interior.

ConjuntoS;:

0 no es interior; verifica 1) pero no 2).
a no es interior; verifica 1) pero no 2).
C de abscisa ¢ > 1 es interior.

M de abscisa m <1 es interior.

ConjuntoSy:

0 no es interior

1 no es interior

C de abscisa ¢ > 1 es interior.

M de abscisa m < 1 no es interior.

ConjuntoSs:

a no es interior

b no es interior

C de abscisa tal que a < ¢ < b es punto interior.
M de abscisa mayor qleno es interior

P de abscisa menor gqaeno es interior

ConjuntoSs:
Similar aS

ConjuntoS;:
No tiene puntos interiores

ConjuntoS:

SeaP de abscisa x = 3. Por ser racioRglertenece &y verifica la condicion 1).

Sea 0 >0, (oracional), entonces (3+0) esracional.

Entre dos nimeros racionales se pueden ubicaionaes que perteneceran al entornoRig no
pertenecen al conjunto.

No se cumple la condicién 2), no tiene puntos iotes.

Conjuntoy:
Todos sus puntos son interiores.

Punto exterior al Conjunto

ConjuntoS;:

ano pertenece &, no es exterior al conjunto pues no verifica lauseig condicion.

P, que no perteneceSa, de abscisa - J ) es exterior al conjunto pues padia J<J se satisface la
condicién 2).

ConjuntoS;:

0 es exterior

ano es exterior

b no es exterior
1,5 no es exterior

ConjuntoS;:
Cero (0) no es exterior
0,5 es exterior.

ConjuntoSy:

Cero (0) no es exterior

0,5 es exterior.

Todo punto de abscisa negativa es exterior.
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ConjuntoSs:

Cero (0) es exterior
ano es exterior

b no es exterior

ConjuntoSs:
Similar aS
ConjuntoS;:

Los puntos 1, 2, 3, 4y 5 no son exteriores. Tda®slemas puntos de la recta son exteriores.

ConjuntoS:
Sea M un punto cuya abscisg es un ndmero irracional, tal que< x,, <5.
Este punto verifica la primera condicion, pero aségunda. No es exterior.

Conjunto:
No tiene puntos exteriores.

Conjunto Abierto

ConjuntoS;:
Es un conjunto abierto

ConjuntoS;:
Loa puntosa y b pertenecientes® no son interiores. No es abierto

ConjuntoSs;:
Los puntos -1, 0 y 1 pertenecientég ano son interiores. No es abierto.

ConjuntoSy:
Los puntos 0 y 1 pertenecientes al conjunto mairsieriores. No es abierto.

ConjuntoSs:
allS; y no es interior. No es abierto.

ConjuntoSs:
b pertenece & Yy no es interior. No es abierto.

ConjuntoS;:
Todos los puntos del conjunto no son interioreseBlabierto.

ConjuntoS:
Sus puntos no son interiores. No es abierto.

ConjuntoS:
Todos sus puntos son interiores, por lo tanto esnjunto abierto. También es cerrado. Este heotesn
contradictorio dado que ambas definiciones no sclugentes.

Punto frontera

ConjuntoS;:
a y bson puntos frontera.

ConjuntoS;:
-1y 1 son puntos frontera.

ConjuntoS;:
-1, 0 y 1 son puntos frontera.
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ConjuntoSy:
0 y 1 son puntos frontera.

ConjuntoSs:
a y bson puntos frontera.

ConjuntoSs:
a y bson puntos frontera.

ConjuntoS;:
Todos sus puntos son puntos frontera.

ConjuntoS:
Los puntos de abscisa irracionales, tal que 1< X, <5 no son exteriores y no pertenecen al conjunto.
Son puntos frontera.

Los puntos de abscisas racionales comprendidas &ntr5 no son interiores y tampoco son exteriores.
Son puntos frontera. Todo puntoldg es punto frontera.

Conjunto:
No tiene puntos frontera.

Conjunto frontera

ConjuntoSg:
Su frontera esta formado por todos los puntosalguoto (racionales), mas los puntos de abscisas
irracionales que estan comprendidas entre 1y 5.

ConjuntoS:
No tiene frontera.
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Limite
Nocion intuitiva de limite

2 _
Sea f(x) = X1
x-1

¢ Se aproxim§(x) a algun nimero cuando “x” se aproxima a 1?

Para responder haremos dos cosas::

i) Calcular algunos valores para “x” proxima a 1.
i) Bosquejar la grafica dg = f(x) en las proximidades de=1
i) i) 1
X y
125 | 3813 3.
1,10 | 3,310
1,01 | 3,030
1,001 | 3,003 2
! !
1,000 &?
t 1 y
0,999 | 2,997 7
0,99 | 2,970
0,9 2,710 0 i
075 | 2,313 X !

La informacion reunida parece apuntar a la misnmelesion: {(x) tiende a tres)f (x) — 3 cuando X
tiende a uno)x - 1.

En simbolos :
3_
im>X 13
x-1 x-1
Haciendo un poco de algebra:
3_ (X2 4 x4 _
X1 (XD +x+D) =(x? +x+1) , le siempre y cuanda £ 1
x-1 (x=1 (x-1
3 _ _ 2
lim XL 2 DO+ XHD) lim(x? +x+1) =1 +1+1=3
x-1 X=1 x-1 x-1 x-1

Para estar seguros de que estamos en la pistatapmecesitamos una clara comprension del siguiic
de la palabra limite.
Decie que lim f(x) =/, significa que sk esta en el entorno reducidoale f esta cerca dé.

X—a

La nocion de limite esta asociada al comportamidatta funcién en el entorno reducido @ “
Ej1: Encuentrelirr13(4x—5)

X -
Si xONj3(@3) = festacercade 7

Entonces |im (4x— 5) =7

X-3
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2 _x- - +
Ej 2: 1im X X6 iy X2IX*D) o 43y =342=5
x-3 X—3 X-3 (x=3) X-3
- - +
Ej 3: im—"L = jim (Wx-DWx+Y lim/x +1=2
x-1x -1 x-1  (Yx-1)
Ej 4: ljim 22
X-0 X
X y hrsy
1 0,84147 senx
0,5 | 0,95995 =
0,1 |0,99833 X 2 lim 2™ =1
0,01 | 0,99998 x=0 X
l J
0 &? 0 x
1 ) T -2 0 7~ 5 ‘
-0,01 | 0,99998
-0,1 | 0,99833 ”
-0,5 | 0,95885
-1 0,84147
Algunas sefiales de advertencid:as calculadoras pueden 4
desorientarnos, asi como nuestra propia intuit

X y } ty
1 0,99995
0,5 0,24991
0,1 0,00990
0,01 0,000000005
! !
0 &?
? )
-0,01 0,000000005
-0,1 0,00990 :: \
-0,5 0,24991
0 0.5 1 1.5
-1 0,99995
Ty
107- 4
y=x2 - COSsX
Vista aumentada de una 10000
pequefia parte de la curva
0 X
-107-4 0 107- 4 0.0002 ~

liml x2 - cosx |_ 1
x-0) 10000 10000

-107- 4

Obs: 10" -4
significa 1074
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Ej6: I|'mz[x] no existe [x] : parte entera de x
X -
iy
—o0
—o
2 —0
y=[x]
—o0
o, N
-6 -4 -2 0 2 4 6 v
o
— 0 -2
—0
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Limite -Definicion (&g,0)

Definicién: Seaf: A - B donde A B y a un punto de acumulacion d&. Se dice que el nimero
¢ es el limite def en el puntoa siy solo si para tode >0, existe al menos up > 0tal que

|f(x) - <& paratodoxdD; yal 0<[x-a/<d.
En simbolos: ...en general

lim f(x)=¢ = Oe>0,00>005=35(6)/OxOD; D0<|x-a|<d=|f(x)-(<e
X—a

Usando notacién de entornos:

lim f(x)=¢ « ON,(¢),[INy(a)/Ox0D; OxON3(a)= f(x)ON,(¢)
X—-a

y Si quiero paraa un entorno simétrico, debo
L tomar de los do®, y d, el menor, ya que si
¢ ZE tomo el mayor habra x pertenecientes al
L€ o entorno reducido d@ que aporten valores
] ] .z
b | de la funcion que queden fuera déf (1)
] | | :
b
| | I
| | |
D !
\ 4
a-9J, a a+d, X
Observamos:
i) El concepto de limite de una funcién es local gfiere a un punta.
i) El punto @ puede pertenecer o no Bl;
iii) La definicién de limite no es constructiva, ya goendica una metodologia para determinar
el limite, si éste existe
iv) Vale la pena enfatizar que en la definici@ad) , primero se da el nimewo (Real positivo

y arbitrariamente pequefio) y se debe producir iemd J , que en general depende de
Ademas de acuerdo a la definicion debemos ser eaphcproducir para cada, un
o correspondiente. Recuerde: si dadosuproduce dosd , tome el menor para armar el
entorno reducido da.

Ej:

1) Pruebe quel|'m4(3x—7) =5

X -
El problema consiste en producir dr> 0, para cualquiee > 0.
0<|x-4<0=|@x-7)-5<¢
Considero la desigualdad de la derecha:

(Bx-7)-§<¢& = [3x-12<¢
= 3(x-4)<¢
- 3x-4<¢

£
= |x 4<§
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luego & =§ , también funcionara cualquie?<§

2 _ay_
2) Pruebe qudimw =
X2 X—=2

No lo olvide: debe producid, dadoe.
Por definicion (&, ) :

2x% —3x-2 %

5

0<|x-2<d= o

Trabajemos con la desigualdad de la derecha:

2x% -3x-2 (2x+1)(x-2)
T x—2  TFT x—2 7°E
X_ - u

4/Observe quex 2

_ porque estamos en el
‘(ZX Y 3 ¢ entorno reducido de “2".
= [2x-4<e Luego la cancelacién del
- \2(x—2)\ <e factor :x -2 es legitima
= Ax-2<¢
£
x-3<

Esto indica qued = funcionara, también cualquiér> 0y o < g Luegod < E.

N | ™

3)  Pruebe queh’rr;,(x2 +x-5)=7
X
0<|x-3 <5:‘x2+x—5—7‘ <e
Trabajo ‘xz + x—l% <e

x-3|x+4 <&, para encontrad = d(¢), puedo acotar el factok +4 ; para hacerlo
escojamosd <1

X=2=|x+4=6

o Io)
— x=4=|x+4=8
2 3 4

Luego 6<|x+4<8
Ahora [x-3|x+4 <|x-38<¢

£
X 3<§

Entonces d < min(1, £)
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Limites laterales

Seaf(x) = H cuyo Dominio esD; = R—{O} ; Xx=0es un punto de acumulacion dél;
X

Six>0: f(x)=1
Six<0: f(x)=-1

y 4
||’rr11+f(x)=1
1 X
X
lim f(x)=-1
x-1"
-1
Ty
B 100 X si x<0 2
: X) =
: x2 si x>0

w X

leinof(x)=0

Definicion: Se dice quée 4 es el limite por derecha de la funcién en el pardd a es punto de
acumulacion deD; y Oe>0 05 >000=0(¢)/Ox0D; Da<x<a+d=|f(X)~ (4] <e.
¢; es el limite por izquierda de la funcifian el puntoa sii a es punto de acumulacion del
Dy yOe>000>000=0(¢)/Ox0D; Da-d<x<a=|f(x)-¢|<e

Diremos que una funcién tiene limite - a si ¢, =04 =¢

Sif es una funcion polinomial o una fraccionaria pertenece al dominio deentonces:
lim f(x)=f(a).
X—a

* No todos los limites se pueden calcular mediarggtsaion directa.
2

Ej: Iimlx—1 no se puede obtener por sustitucion directa, gonguexiste(1).
x-1X—

Limite infinito:
Si el limite no existe, puede ocurrir que exisfarites laterales finitos pero distintos. Tambiérgel

significar que la funcion, en el punto estudiad@ sscilante. Pero también puede suceder que cuando
se aproxima a, los valores de la funcion superan, en valor labsocualquier nimero real prefijado.
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Definicion:

lim f(x) = sii OM >0 (arbitraramentegrande)1d >00J = 5(M)/OxO D¢ 00<|x-a <d=|f(X)|>M
X—a

B 1 lim—t =

x-0x
1
—>M; Ox: 0<|x-0<d
X
2 <t
M
1
<\
M
1 1
- <x<—
M M
Ej 3: lim - — = oo
x-0 X

OM >0, 03=3(M)/OxON" (@)= f(x)<-M

_i<_|\/| :i>|\/| 3X2<i

x? X2 M
qelto-—Lexel
Ix T AM T Ux

Ej3: f(x)= % , Cuyos valores para
X_

xd N;(Z) superan cualquier nimero prefijado.

Sea M =10°, siempre podremos encontrar por lo menoN}r(Z) , de manera que para lag] N; 2,
la funcion en valor absoluto super®la

>M

X—2

1 . 1 . 1
>10° = |x-2< Sid<— OxON; Q)= |——
x=2 10° 10° s A=

4y

M ________

v

N
N
]

T
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Veamos el limite finito cuanda — c y también limite infinito cuandd -

i) lim f(x)=1 sii De>0 [(H=H()>0/0X>H = |f(x)-ll<e

X— 00

2x-1

Ej: lim =2
X — 00 X
Ox:[{>H=|f(0-2<e
2x-1 4
-2<e¢
X
2x—-1-2x
<€:>——<£:>|xl>—
X X £
H:% Ej: £=025= H =4

Ejemplo: lim 1. 0

X -0 X

DM>H:>1

T<e
X

1 1
O)x > H :|xl>; tomoH 2;

x

=
ol
w
v

Ej: 6=~ H=3
3
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ii) lim f(x)=co sii OM >0 [H =H(M)OH >0/0xX >H = |f(x)|>M

X— 00

A
y

v

Ejemplo: lim x3 =

X - 00

‘X3‘>M
|xls>M

>

w X

Ej: M=8

o EEY:
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Teoremas sobre limites y propiedades sobre limites.

1) TeoremaSi una funcién tiene limite en un punto, estatémas Unico
Pruebalo haremos por el absurdo, o sea suponiendd(gugene limites distintos ex =a

Si f(x) tiene limite, entoncedim f(x) =/, (1) y suponiendo ademas quien f(x) =7, (2)
X-a X-a
Entonces de (1)Je > 0 05, > 004 = f(€)/x00<|x-a/ < = |f(X)-(y <&
De (2):0e>0 05, >000, = f()/x00<|x-d <J, = [f(x)~l,] <&

Sumando m.a.m:

Tomo J =min(d;, J,)

0<|x-a <d = [f(x) =y +|F(X) -1, <2¢

por propiedad de modulo:

|00 =ty + 0, = (| | F(X) =0y |05 = F(x)| < 2¢
|05 =0y < 2¢

Luego xO0<|x-a <d=|(,—(y <2¢

., L. . l5—=10
Como esta relacion debe ser valilz > 0, si € = M

Resulta :| £, = (| < 28 =], = (]
|5 =ty <|¢,~¢y| este absurdo proviene de suporfgr#

2) TeoremasSi f(x) es una funcion que tiene limite, cuando x - a, entonces, entonces
[Nj(a)/OxONjy(a) la funcion esta acotada o seb(x)| < k

Prueba

Como existe/ = O& >0 05/OxONy(a) = |f () -4 <&

Por propiedad de moduld:f (x)| =[] <|f(x) -4 <&
Luego si xONy(a) = |f(X)| -] <&
= |t <e+|q
:>\ f (x)\ <k
3)Sean:ndZ; kOR y f(x) y g(x) funciones con limites era™
1) Ixiinak =k

Ox: 0<|x-g<d=|k-K<e; OJOR

4) limx=a
X—a

Ox: 0<|x-d<d=|x-a<¢ o<e

5) lim[k.f ()] = k. lim f(x) = k.0

&

D)I(lir;‘f(x); Dx:0<|x—aj<5:|f(x)—f|<|k|

Ox: 0<|x—a <& = |k f(x)~k] = |k f ()~ <|k|.ﬁ=£

Luego: limk.f(x) =k.lim f(x)
X—a X—a
6) lim[f (x)+g(x)]=lim f(x)+1lim g(x) =, + ¢,
X-a X-a X—a
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lim f(x)=¢; sii Ox:0<|x-a/<d=|f(x)~(4|<e
X—a

limg(x)=¢, sii Ox:0<|x-a <d=|g(x)-(,|<e,
X—-a

J=min(d,,d,) = Ox: 0<|x-a|<F=
|f(X)‘€1|+|9(X)‘fz|<51+52

[f()+g() (£, +1,)| <&
lim[f (x)+g(x)]=£1+¢,

7) )I(irr;[f(x).g(x)]:)ljnlf(x).)l(l’n;g(x) =00,

0<|x=d <d =|f(X) -l <&
0<|x=d <J, =[g(0) ~ 1, <&,

J=min(@,,d,) = Ox: 0<|x-g <o =

[ f(x).9(%)

f( i
im——=X2___
x-ag(x)  limg(x)

9) lim|[f (x)]" =[|im f(x)T

10) lim §/ f (x) = r\1/ lim f ()

e Siuna funcion es polinomial o racionalim f (x) = f(a)
X—-a

Limite Notable

X
Iim(1+lj e 0 I|'m(1+x)yx:e

X — 00 X X-0

Ejemplos:

4
® |im2x*=2limx*= 2.(|im x) =23% =162

X-3 X-3 X-3

2
. I|'m(3x2 —2x)= lim 3x? = lim 2x = 3.(I|'m x) -2.lim x=34%2-24=40
X-4 X4 X-4

X4 X-4
. 2 1 2 1
VX2 + lim x“ +1im9
. “,m\/x2+9_|x'ﬂ XTSI _J1e+9 s
x-4 X lim x lim x 4 4

X-4 X-4
2 _ _
° ’h’mt +3t 10:, (t 2)(t+5):”mt+5:Z
t-2 t24t-6 t-2(t-2(t+3) t-2t+3 5
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3) Teorema del Sandwich.

Ha oido decir a alguien “me encuentro entre ladesyda pared?” esto es lo que le ocurre a g en el
siguiente teorema.

A

TeoremaSeart,g,h, tres funciones definidas en un mismo
conjunto SO R de manera que:

lim f(x)=¢, y Ox:0<|x-a|<d y f(x)<g(x)<h(x),

entonceslim g(x) =/
X-a

v

Prueba : Seas >0, tbmesed;
O<|x-a<g=>l-e<f(x)<l+¢

y 3, 0<|x-d <d=>l-e<h(x)<l+e

témese d; /0<|x-d <d; = f(X) < g(X) < h(X)

Sead =min(d,,0,,03)=>-e<f(X)sg(X)sh(X)<l+¢
0<|x-a<d=|g(x)-(<e

Luego )I(m; g(x)=¢

Ejemplo: lim senx =1. Usaremos la propiedad recién probada, para cdrapeste limite.
x-0 X

Consideremos un arco X0/ x < LZT 1
Podemos establecer la siguiente relacion

tgt

senx < x<tgx, comosenx#0 g

X 1 senx longitugdel arco:t \
1< < = cosx < <1

senx  Cosx sert
senx
Llamemosf(x)=cos x; h(x)=1; g(X) =—— 0 X
X 1 0 1
" . . senx

Como limcosx=1, lim1=1= Ilim =1, sent<t<tgt

X0 X-0 x-0 X
Este tipo de limite se llanfaotable”. También se
puede deducir:

Iim =1; Iim =1; lim—=1
x-0 Senx x-0 X x-0tg X
Asintotas

Se dice que una rama infinita (Hay ramas infinitasndo una o las dos coordenadas tienden a @)finit
de una curva tiene como asintotas a una rectl la distancia de un punto M de la curva a tdaréiende
a cero cuando M se aleja indefinidamente.

1) Asintotas verticaled:a rectax=a es una asintota vertical de la grafica de unaiduarfcsi se cumple
alguno de las cuatro condiciones siguientes:

a) lim f()=o b) lim f(x)=—o ¢) lim f(x)=o d) lim f(x)=—oo
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2) Asintotas horizontaled:a recta y = ¢ es asintota horizontal de la gréafica de una furicg
lim f(x)=¢ o lim f(x)=¢.
X — —00

X 00
3) Asintotas oblicuasDiremos que la rectg = mx+b con m# 0 es una asintota oblicua de la gréafica
def(x)si lim[f(x)—(mx+b)]=0.
X— 00

Llamando ¢" a la diferencia entre las ordenadas de la fungitanrecta, resulta:

d(x) = f (X) —(mx+b) = mx= f(x)-d(x)-b

= f(x)—-d(x)-b
X
lim m= Iim{ f(x) d(x)+b} = lim ()
X — 00 X — 00 X X — 00 X
i m= 0= asintota horizontal
m= |m
—o m = o = asintotavertical

Como lim d(x) 0:>I|m[f(x) mx-— b] 0

X— 00

lim[f (x)-mx]=b

2X
Ej: encuentre las asintotas verticales y horizestdk f (x) = 1
X
. 2X . 2X
lim — = lim —=-—
x-1" X—1 x-1 X=1
asintota vertical: x=1
. 2X . 2x , .
lim—=2 lim —=2= y=2 asintotehorizontal
x-0 X—=1 X--0o X—=1

Ej: encuentre asintota oblicua de

40
Hy
x*+3x3 - 2x-4
f(x) = :
x* -1
(como orientacion, se

muestra su gréfica) 20
. X
-60 -40 -20 T 20 40 60"

-20

Otra forma de encontrar asintotas oblicuas

La ecuacion de la curva puede escribirse

Si al alejarse infinitamente un punto sobre laarecta rama de
la curvax ey crecen indefinidamente, para que mx+ b sea
una asintota basta con que tienda a cero la ddfieree
— ordenadas de lecta y curva para la misma abscisa. Psta
= +b+ . ) .
y =mx+b+&(x) diferencia a menos de un factor ..., es la dista@atre curva y
recte

Siendo &£(x) un infinitésimo parax — o, +0 6 -
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X X X
tomando limite: lim Y=
X—0 X
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ordenadas’’

Para que haya asintota oblicua el grado del _~+—asintota oblicua
numerador debe ser el del denominador + 1.
Luego si se separa del cociente la parte entera, se
obtiene la ecuacion de la asintota:
X
2 0 5 157
. X +2x
Ej: f(X)=———
2x+5
)(2 +2x 2x+5
>/Z 5 1 1
—_ -——X —X——
2 2 4
% 5
+EX+—
2 4
5
4
5
1 1 4
Luego: f(X)==x-—+—2—
2 4 2x+5
5 Y
cuandox — o en —4—, =
2xX+5
1 1
entonces f (x) = 5 X 2 esla
ion de | intot Zaal E
ecuacion de la asintota 5 o g g T5?
ecuacion de la recta:
™~ (asintota oblicua)
y_lx_l
2 4
Aly
4
Ejemplo: y=x+Inx,
La asintota oblicua tiene pendiente igual a 1gréeenada 2
al origen infinito, es decir la ecuacién de la aestria :
y =X+ | pero esta no corresponde a una ecuacion di
recta puesto que no se sabe el valor de “b”, ptarito no 0 X
existe asintota oblicua. ) 0 7
-2
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Infinitésimos
Definicién: una funcién cuyo limite es cero cuangos a, se dice que es un infinitésimo en el punto
x=a, es decir:lim f(x) =0.
X—a
Si lim f(x) =0 se dice quf(x) es infinitésimo parx — «
X — 00
Ejemplo:
senx es infinitésimoparax = 0, 17, 27, .....

f(x) = x> esinfinitésimoparax =0
f (X) = 2x— lesinfinitésimo parax = }é
f (x) = x2 - 4esinfinitésimoparax = 20x = -2
f(X) =1 esinfinitésimo parax — o
X

La condicién esencial del infinitésimo es la vailidbd y tener lim parx - a

Importante consignar el valor particular de x paraualf(x) es infinitésimo.

Sea)l(irr:i f(x) = ¢ £ 0; la funcién definida como sigugi(x) = f(x) — ¢ es infinitésimo enx =a, pues:
limg(x)=Ilimf(x)-¢=0

X—-a X-a

También escribiendo:

f(xX) = @(x) + ¢ en las proximidades de=a, f(x) es igual a su limite m&s un infinitésimo.

Ejemplo:
2
X -4
f(x)=x2+ : lim f(x) =8
() w_p  m T
2 X2_4 C e .
=>¢X)=Ff(X)-1=x"+ >~ 8es infinitésimoenx =2

No necesariamente debe s¢fa) =0, solo se piddim ¢(x) =0
X—a

Propiedades de los infinitésimos

La suma de dos infinitésimo es un infinitésimo:

1) Seang,(X) y ¢,(x) infinitésimo parax = a, entoncesp(x) = @, (x) + @, (X) es infinitésimo en
X=a.

Demostracion:

Como ¢,(x) 0@, (X) son infinitésimos enx = a, entonces:

lim ¢,(x) =0; luego si xON(a) = |¢(X) < &
lim ¢,(x)=0; si xONy (a) =|¢,(x) <&,

Por lo tanto:
& <P (X <&
£, <9,(X) <&

—(£1+6) <P (N +P(X) <& +&;
—E<P(x)<&

Luego xO N (a) = [#(X) < 5@

La suma de un numero finito

9 =min(dy,J5) de infinitésimos es un
es la definicion de limite: infinitésimo.
lim ¢(x) =0 Si la suma es infinita no se
X—-a

puede asegurar nada.
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2) Sea@(x) un infinitésimo enx =a y kuna constante, o séa] R, entonces:

@1(X) =kg(x) es también un infinitésimo exn=a

D) Si ¢(x) es un infinitésimo enx =a, se cumple:llim ¢(x) =0 y
X-a

xONj(@ =g -I<& (1=0)
—& <g(X)<&

Si k# 0 k.(—&) <kg(x) <k&

kp(x) <key

p (<€

Por tanto si0<|x-d <d=|g,(X)| <&

Luego lim ¢,(x)=0
X—-a

3) El producto de un infinitésimo por una funcién acit, en un entorno de x®es un infinitésimo.

xONgs(@=>m=s f(x)<sM

Demostraremos que #(X) es infinitésimo para & entonces:
P(X) = ¢,1(X).f (x) también es infinitésimo para a=

En efecto:
M@, (X) < (X).4,(X) < Mg, (X)
M@, (X) < #(x) < Mgy (X)

Como lim mg;(x) =lim Mg@;(X) =0=lim ¢(x) =0

Ej:
infinitésimo

~
?(X) =1x.ser(1j
2 X

funciéh acotada

Entonceslin});ﬁ(x) =0, luego ¢(x) es un infinitésimo para x=0.
X -

Comparacion de Infinitésimos
Seanf(x) y F(x) dos infinitésimos en &

1) Se dice qué(x)y F(x) son del mismo orden silim f(X; =k#0
X—a X

f(x)=x*-5x+6

CF(x)=x2 -6x+18
f(x) y F(x) son infinitésimos en x=2

Ej

f() _ x*=5x+6 _ (x-2)(x-3)
FOO x?-6x+8  (x-2fx-4)

= x=3 SixX#2
X—4

L () _ . x-3
lim——==1im
x-.ZF(X) x-2 X—4

=120
2

Luegof(x) y F(x) son infinitésimos del mismo orden en x=2.

ol 4
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En particular sk=1, se dice que los infinitésimos son equivalentgs f(x) =senx y F(x)=x en
x=0

2) Se dice qux) es de orden superiox) si: lim T =0
x-a F(x)
Ej: f(x)=serf x; F(x)=x+2x? son infinitésimos para x=0.
senx. >€MX
f(x) _ serf x _ T

F(X)  x+2x2 1+ 2x

f(x _01_
x-0F(x) 0

Infinitésimo tipo

Consideremos el conjunto de funciondg(x), f,(X),...., f,(X), que son infinitésimos en &=

Una de tales funciones E§)=x-a, pues lim F(x) =0. Denominaremos & (x)=x-a infinitésimo tipoo
X—-a

infinitésimo tipo de comparacion para el conjunédas funciones que son infinitésimosxera.

Orden de un infinitésimo

1) Seaf(x) un infinitésimo erx=a y F(x)=x-a, si:

[im T =lim T =k #0= f(x) es un infinitésimo de ler ordenera
x-aF(X) x-ax-a

Ej: f(x)=x%-4x? +5x-2=(x-)?(x-2); F(x)=x-2

f() _ (x-1)*(x-2)

=(x-1)2 si x#2
F(X) (x=2)

lim ) =lim(x-1)? =1= f(x) es infinitésimo de ler orden ga2.
X2 F(x) Xo2

2)Si lim 1) =0= f(x) es de orden superior a 1
x-axX—a

Ej: f(x) =x® -4x2 +5x-2=(x-1)*(x-2) en x=1

“1N2(x—
lim XD (x=2)
x-1 x-1
f(x) es infinitésimo de orden superior a unoxenl

f (X))2 =k #0= f(x)esde2doorden

= Iiml[(x—l)(x— 2)] =0,luego

3)Si lim
X~ a (x—a
—_— 2 —_—
lim w ==1#0
x-a  (x-1)°
Luegof(x) es infinitésimo de 2do orden er=1

4)Generalizando: siim (f();)n—l =0= f(x)esinfinitésimode ordensuperiora(n-1) en x=a
x-a(x-a
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Si Iimi)_l;tO: f(x)esde ordenn
Xﬂa(x—a)n
o f(x)=1-cosx |. . ., .
: infinitésimoen x =0

F(X)=x-a=x
f(x)=1—cosx=1—[cosz%x—senz%x]=1—cosz%x+sen2%x=ser|2%x+senz%x=23enzéx

_2senfix
=lim =lim <
X-0 F(X) X0 X Xx-0 3

Luego f(x) es infinitésimo de orden superior &= 0

sent x.sent x
2 2" _9

Ej:

f (X) =1-cosx

F(x) = x?

_2serix . senlx senjx 1
lim——=—=1im . =
x=0 X2 x-0 % % 2

Luegof(x) es infinitésimo de 2do orden et=0

Orden de la suma de dos infinitésimos
Sea f;(x) y f,(x) dosinfinitésimos en x =ade 6rdenesny n respectivamente y ademas
F(x)=fi(x)+ f,(x) con m<n.

Encontrar el orden dg(x).
F(x) es un infinitésimo erx = a ; demostraremos que el ordenFi®) es el menor entre los érdenes de

f1() y (3.

D) lim 1oy o Yy g
x-a(x—a)" (x-a)™

im 20 2, 0o 120 Sy Lg

x-a(x-a)" (x-a)"

£100) = (x =) [ky + 1 (¥)]
f,(x) = (x—2a)" [k, + @, (X)]

FO) = f(0)+ T2 (x) = (x=a) "[ky + 85 (9] + (x— )" [k, + ¢, (X)]

Si m<n=> F(x) = (x=2)"[ky + 6,09+ (x=2)" "k, + 4, ()
Buscamos demostrar que el ordenF@g es el menor entré;(x) y f,(x) por lo tanto comparamos a
F(x)con (x—a)™.
i FOO )" 400+ (=) "k, + (%)
x-a(x-a)m x-a (x-a)™
= )l(m;kl +>I(irr;(x—a)m_n(k2 +9,(X)) =k +0+0=k;

Luego el orden dE(x) es m, el menor entren y n

Ej: f,(x) =1-cosx f,(x)=x3

FO) =10+ f5(x)

f1(x) esinfinitésimo de orden2 em=0y f,(X) es infinitésimo de orden 3 en=0
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F() .. x3+@-cosx) . | x> 1-cosx
lim =lim =lim —+ =
x-0 x x-0 X2 X - 0| X2 X2

. 1-cosx
=lim| x+ =0+3=3

X 0] X2

LuegoF(x) es de orden 2.

Observacion: el orden de una suma de r infinitésias el del sumando que lo tenga menor, siempre
que éste sea Unico. Este sumando se llama térnpad® principal.

Si hay varios sumandos del mismo orden minimo raatdra asegurarle del orden de la suma.

En este Ultimo caso la parte principal es la suensltérminos del mismo orden minimo.

Ej:
f(x)=3x*+2ser’ x en x=0

f1(x) = 3x* esinfinitésimode4toordenenx =0
La parte principal def (x)es f,(X) = 2sert x

Orden del producto de dos infinitésimos
Dados f;(x) y f,(x) infinitésimos enx =a de 6rdenesn y n respectivamente ¥ (x) = f;(x).f,(x)

a) F(x)esinfinitésimoen x=a
Demostraremos;

b)elordende F(x) en x=a es (m+n)
D)
lim RAWE =k 20= h (%) =k, +¢,(X)
x-a(x—a)™ (x-a)"
im-—2% ooz 20 S s
x-a(x—a)" (x-a)"
Luego:

f1(3) = (x—a)"[ky + 1 ()]
f,(0) = (x=2)"[k, + 4, (X)]

F() = F,.00-F,00 = (x=a)™" [k, + g1 (0] [k, + ¢, (¥)]

comparando corfx—a)™"

im_FO) o (x=a)™ [k + g1 (9] [k, + ¢, (0]
K (x-a™" xa (x-a)™"
= lim(ky.k,) 20

Luego F(x) es un infinitésimo de ordefm+n) en x=a
o serf x esinfinitésimodeorden2enx =0
3x-5x> esinfinitésimodeordenlenx =0

F(x) = serf x.(3x-5x°)

 F(X) _,._ serf x@3x-5x%) . ser’x (3x-5x3)
lim =lim =lim .
x-0 x Xx-0 XS x-0 x2 X
_ 2
= Jim SEMX SeMX XB=5XT) _ 4113340

x-0 X X X
LuegoF(x) es infinitésimo de orden 3 en=0
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Orden del cociente de dos infinitésimos
f1(X) si
f,(X) '

F(x) esinfinitésimo enx =a, entonces el orden dé(x) enx=a es m—n suponiendo quen>n

Si f;(x) y f,(X) son dos infinitésimos de ordemy n respectivamente er=a y F(x) =

D) tim- 1y xom )y ig iy
x-a(x—a)" (x-a)"

jim 120 _y a0 200 s 0

x-a(x-a)" (x-a)"

Luego :
£,00) = (x=2)"[ky + 5 (¥)]
f2(x) = (x—a)" [k, + @, (X)]

(9 o [k + 1 (X)]
F =_1 =(x- ™ AL
7500 7Y g +a,00)
Comparo F(x) con (x—a)™"

m A #0, luegoF(x) es de ordem — n.
alk, +4209] ks

Sim<n: lim——~— FO) =lim F(x).(x—-a)" ™ =0
x-a (X - a) N x-a

En este caso el orden del cociente noresn
. . F(x . .
Sim=n: Im%-llm F() =lim F(x)
xaa(x—a) xaa(x a) X-a
Conclusion: el orden del cociente ms-n si el orden del numerador es mayor que el orden del
denominador.
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Funciones Continuas

1)  Continuidad en un punto: Se dice quef (x) es continua erx = a sii se cumplen las

siguientes condiciones :

i.) Existe lim f(X)
X—a
ii.) Existe f(a)
iii.) lim f(x) = f(a)
X—a

La misma definicion puede darse usando entornos:
f (x )es continuaen x =a sii Oe>0,00 >0/ Ox0|x-d <d=|f(x)- f(a) <&
Ej: Pruebe que la funciénf (x) = mx+b es continua enx=a

i.) limmx+b=ma+b
X—-a

i)  f(a)=ma+b
i) lim(mx+b) = f(a)

2) Continuidad en un intervalo abierto (a,b) : Se dice que una funcién es continua en el
intervalo abierto(a, b) , si es continua en todo punto pertenecientetehialo (a,b) .

3) Continuidad en un intervalo cerrado [a,b]: Se dice que una funcién es continua en el
intervalo cerrad({a, b] , Si es continua en el intervafa,b) y ademas es continua a la derechade
y a la izquierda de b.

f es continua a la derecha desi se verifica que:lim = f(a)
x-a*

f es continua a la izquierda desi se verifica que:lim = f (b)
b

Ej: para la siguiente funcién determine los pumtesliscontinuidad y establezca los intervalos sn lo
cuales la funcién es continua.

i) Puntos de discontinuidad:
Xx=0;, x=3 x=5
i) La funcion es continua en:

(_Oo 10)! (013): [35], (5,00)
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Discontinuidad

Si falla cualquiera de las 3 condicioné€X) es discontinua erx = a

y A y A

\0
./ Nohaylim f(x)

lim f(x) # f(a)

A _

noexistef (a)

Podemos clasificar la discontinuidad en un purédadsiguiente manera:

1
a X a x a

Xy

evitable
: - lra.especie
Discontinudadenun punto )
esencial
2daespecie
Clases de Discontinuidad
Discontinuidad evitable
i) Olim f(x) (finito y determinado)
X-a
i) f (a) puede o noexistir, si[T (a) entoncesf (a) # lim f(x)
X-a
y A
X si0sx<2
Ej (1): f(x)=41 si x=2
- X+ 4si2<x<4 2 |
1+-4--
S

) limf(x) =2; f(2) =1= f(x)esdiscontinlaenx =y
X2

X2 + 2x

Ej (2): f(x) =

N
|l_‘::
—
ol 4

i) Iirrz)f(x) = 2; noexistef (0)
X -

En estos casos de discontinuidad evitable, pargteah completar la funcion haciendo:

f(a)= )I(lina f(x), en el caso de qué(a) # )I(lina f(x).

Para los ejemplos vistos, la funcién se hace coatife la siguiente manera:
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X si0<x<2 Xt 2 i x£0
Ej(1): F(9={lim f(x) si x=2 Ej(zfz(x)z{"m £00 si X=0
-x+4 si2<x<4 X0

Este valor con el que "redifiremos" la funcién e a, suele llamarse verdadero valor de la
funcibnen x=a.

Discontinuidad esencial:
en este caso no existén f(x) o no es finito
X-a

i) Discontinuidad esencial de 1ra. especi# :, Oy OI, 214, |, y I, sonlimitesfinitos
ii) Discontinuidad esencial de 2da. Especie; uno ddsdimites laterales son infinitos 0 no
existen. y A
- 1si x<0 10
Ej: f(x)=40 six=0
1 six>0 >
X
4-1

La funcion del ejemplo (signo de x) tiene g 0 una discontinuidad esencial de 1ra. especie.
Cuando la discontinuidad es de primera especigysge calcular el saltdz — |

En el ejemplo: salto=1-(-1)=2

Ejemplos: f (x) = [x]; todos los v —
puntos de abscisa entera son —
puntos de discontinuidad —_—
esencial de 1ra. especie; salto=1.
—
X
8 6 -4 2 0 2 4 6 8
—
—
—
2y
1
1
1+ex
f(x)=——=; enx=0es
0 X 1-ex
-4 -3 2 -1 0 1 2 3

discontinua esencial de 1ra.
especie; salto=-2
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1
f(x)=ex; enx=0

. 10
tiene una Y
discontinuidad
esencial de 2da.
Especie. 5
y=1
""""""""""""""" o~~~ X
-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20
-5
-10
f(x)= sen’—XT , tiene enx=0
una discontinuidad esencial
de 2° especie.
X
1 2 3 4
Funcion que es discontinua en todo punto de su donid
y
1si xesracional | +¢&
F0=10 o onirnct Foeeoan :
Osi xesirracional A L
! 1
POV ot -3
! 1
Y 5 -
a-oJ,la at+o, X

Supongamos quédm =1, si formamos el rectangulo
X-0

1+, 1-¢,a+d,a-9,vemos que sixDO<|x— a| <9 Ox0Ol, la funcién esta fuera del entorno de
|, porlotanto 1, no es el|'m0 f(x).
X -

Funcién que es discontinua en todos sus puntos, epto en uno de ellos.

_[xsi xOQ ] _ _ Y
f(x)_{lsi Nl lim f0) =1 =1 ‘
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Algebra de las funciones continuas

i) Sea f;(x) y f,(x) continuasx=a y F(x)= f;(x)+ f,(x); F(x) tambiérescontinuaen x =a

Prueba:

lim f,(x) = f,(a)

X-a . - _

i 00 = @[ = M 09+ im (0= fi@) + f,(a)

X-a
limF(x) = fy(a) + f,(a) = F(a)
X-a

Como

F() = f1(x) + f5(x)

F(a) = fi(a) + f(a)

Luego F(x)escontinuaenx = a
i) Sean

f1(xX) y f,(x) continuasx=a y F(x) = f;(X).f,(x); F(x) tambiénescontinuaen x=a

Prueba:

lim f,(x) = f,(a)

Ixi;r? () = fz(a)}: )I(|£na fl(x).>l(i£na f,(x) = f,(a).f,(a)
X-a

lim F(x) = f,(a).f,(a) = F(a)

Luego F(x)escontinuaenx = a
i) Sean f;(x) y f,(x) continuasx=a y F(x) = f;(X)/ f,(x) tambiénescontinuaen x=a
Prueba:

lim f,(x) = f,(a)

Ti;na f,(x) = f,(a) # O} = liirl f,(9)/ J(f[r:i f,(x) = fi(a)/ f,(a)

x—a lim F(x) = f(a)/ f,(a), peroF(x)= f(X)/ f,(x) = F(a) = fy(a)/ f,(a)
Luego )l(i”;F(x) - F(a)xaa

Propiedades de las funciones continuas en un punto
1. Si f es continua erx = a, existe por lo menos un entornoaelonde la funcién esta acotada .
f (x) continuaenx =a= [Ns(a)/ OxONs(a) : f (x) estdacotada
Prueba: Comof (x) es continua er=a : )I(m; f(x)=f(a)
Luego
OxONg (@) =|f ()] -|f@|<|f (0 - f(@)|<e
=[f ()| <e+|f(a)
=[f (9| <k

Conservacion de signo

2. f(x)continuaenx=a y f(a)z0=00=09(£))/Ox0ONs(a):
i) f(x)<O0si f(a)<O0

{ii) f(x)>0si f(a)>0

Prueba:

i) f(a)>0

Por continuidad def (x) enx=a:
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Oe>0, 05>0; OXONjz(a) / [f(x)-f(a)<e
-e< f(x)-f(a) <& (propiedad de médulo)
f(@-e<f(x)<f(a)+e. Siempre quexOD; OxONy(a)

Si D=% f(a>0=>
f(a)—%f(a)< f(x) < f(a)+%f(a)

%f(a)< f(a)<gf(a)

—— —
>0 >0

Como f(x) es continua, tiene el mismo signo d€a) en N;(a).

Para ii) elegimose = —% f(a)

Propiedades de la funciones continuas en un interka
3. Teorema de Bolzano. Existencia de ceros.

Sea f(x) continua er[a,b]/ f (a).f (b) <0= OcO(a,b)/ f(c) =0

Prueba:

Como f(a) y f(b)tienen distintos signos, suponifa)<0 y f(b)>0.-

A
fb) {---------------

Puede existir varios valores de x para los cuflgs@. Probaremos que
existe al menos uno y lo haremos buscando el major de x[] (a, b)

para el cuaf(x)=0.

f(a)l
LlamamosX al conjunto definido de la siguiente manera:

X ={x0[a,b]/ f(x) <0}

X # ¢ ya que al menos exiseel1 X/ f(a)<0.

X es un conjunto acotado porque [a, b]

ComoX es acotado tiene un supremo; hagamessupremo d&X . Probaremos qué (c) =0.

1ro) Supongof (c) > 0; luego por el teorema de conservacion de signos:

Ns(c)/ f(x)>0 OxONg(c) esto esc—J < x<c+J; entonces ningln punto & puede pertenecer
al intervalo, luego(c-9) seria el supremo déque contradice la suposicion de que seec-J;
Entonces no puede sérc) > 0.

2do) Supongof (c) <0 ; luego por el teorema de conservacion de signos:
Ns(c)/ f(x) <0 OxONs(c) lo que significe(x)< 0 Ox:c-d<x<c+0; lo que contradice=
supremo de&X; f(c) tampoco puede ser negativo. Esta contradicciévigme de suponerf (0) Z 0.

Luego:
f(c)=0;
Comof(a)<Oy f(b)>0=c#ay c¢b,oseacD(a,b)
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Teorema del valor intermedio para funciones continas

4. Seaf(x) continua er{a, b] y f(a)# f(b), entonces para cualquier nimero
k entre f(a) y f(b),0cO(a,b)/ f(c)=k. y 4

En otras palabras: “Una funcién continua que toomwdlores distintos, tom?(b)

cualquier valor intermedio entre ellos”.
k

f(a)|-

Prueba:

Supongof(a) < f(b) y kOR/ f(a) <k < f(b). Debo probar que
OcO(a,b)/ f(c) =k.

Tomo ¢(x) = f(X) —k que sigue siendo continua énb]
¢(a)=f(a)-k<0
g(b)=f(b)-k>0
tanto: DcD(a, b)/¢(c) =0

#(c)=f(c)-k=0= f(c)=k;verquecZay c#b;
sic=a= f(c)=f(a) <k;

si c=b= f(c)=f(b)>k

} como ¢(a).¢(b) <0, cumple con la Hipotesis del Teorema de Bolzano)o

Teorema de Weierstrass
5. Sif(x) es continua er{a, b] , entonces estéa acotada en él;
OkOR/OxOfab] f () <k .

Ej: (X -1 no es continua en el interva[cﬁ),l] puesto que deja de serloxr 0 y no tiene valor
X

maximo en (0,1), por el contrario, excede a cualquier nimero,grande que sea tomanko
suficientemente pequefio.
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